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Il diagramma di Bode

u(t) a9 y(t)

Se u(t)=sinmt alora

y(t)=G(jw) sin(ut + TG(jw))+000
000+ altri termini (transitori)
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E' utile conoscere I'andamento di G(ju) in
funzionedi w.

G(iw) €& una grandezza complessa
caratterizzabile con:

emodulo e fase

G(jw)=|G(jw)e""

eparte reale ed immaginaria

G(jw)=Re{G(jw)t+ jIm{G(jw)}
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~ L’andamento di modulo e fase, in funzione di
w, puod essere calcolato per punti e riportato
su grafico.

Tale procedura é quella usata in programmi
tipo MATLAB.
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Il Diagramma Approssimato del

Modulo
Consideriamo dapprima il caso di una
funzione di trasferimento con poli e zeri reali.
Ad esempio
G(9) = K(s+w,)
s(s+w,)

La funzione di trasferimento G(s) e stata data
in forma fattorizzata poli e zeri.
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"Primo passo
Mettiamo la G(s) in formadi costanti di
tempo 145
G(9=" 1
"o 1+ 3§
¢ Mo
e quindi 1+ jﬂ
(jw="" M

w, . 4. . w
2 jm&elﬂ—g
¢ W+
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"Il modulo di G(ju) risulta

Kw,| i,

. w.

‘G(JW)‘ :‘ WW1 1W
N )
\JM1+JfW2

ed & uguale al prodotto di piu termini.
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e . .
L'operazione prodotto non e agevole
graficamente, per questo conviene passare ai

logaritmi
o Ky jw
logG(jw) =log——1 +logl+ -~ -
WZ Wl
- i
-1 -logl+-—
og jw - log ij
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1l passaggio a logaritmi ha anche dtri
vantaggi soprattutto se si prende anche il
logaritmo della pulsazione w.

Per vedere cid consideriamo il termine

1+%
w,

log
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~ Comportamento asintotico per w << w;

log

1+% =logl=0
Wl

quindi & una costante in funzione di w o di
logw.
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~ Comportamento asintotico per w >> w,

Iog1+M =IogM =
Wl Wl
= logw- logw,|

siccome ci interessasolo il caso w>0.
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WP . . . .
“In quest’ ultimo caso abbiamo una funzione di

logw che € una retta di pendenza unitaria e

intercetta delle ascisse pari alog |w,|.

log

1+% @ logw- logw,|
Wl
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jw
log|1+ 1w

1
w <<
logw
log|w
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w>>|u
10g[0.1m4] 1og|10wm;|
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S

Di massima il diagramma approssimato é
sufficientemente accurato.

Tuttavia si puo ricordare che alla pulsazione
di taglio w; c’&un fattore /2 tra diagramma
vero e diagramma approssimato.
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Il Problema delle Scale
Sulle ascisse s ha log(w); ovviamente s
p_otrebbe_ avere una scala lineare su cui o , . o 100 0o,
rlportarEII Valoredl Iog(m- % ] \HHH} L !HHH% L \HHH} L \HHH} L \HHH}
2 -1 0 1 2 3 logw
E' piu conveniente una scala logaritmica su
cui riportare direttamente w.
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Analogo problema per le ordinate dove viene 2logl- | logl- 1|
riportato il valoredi ® o
logG(jw) o 2 L ow
In questo caso si possono usare anche i 2 . ,, 10
decibel (dB).
dB = 20log(0) ’ A
-20 -1 7; 1
-40 -2 77 .01
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a |-
Pendenza:
60 | 1000 1 decade per decade
o | 1 20 dB per decade
20 | 10
[T B, Col vl I
01 1 1 10 100 1000 W
20+ 1 » 3dB
-40 |+ .01
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o . _ . .
*Consideriamo  adesso gli atri termini di
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T Per w <<w,
IGG W)
jw
i —Iogl+1—=—|oglzo
-log 1+ 1w W,
WZ
Per w >>w,
differisce da termine gia visto solo per il jw jw
9 P —Iogl+J—=—IogJ—=
segno. . 8
= -logw+log|w,|
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“ 1l termine
-log|jw|

relativamente al polo nell’ origine & ancora piu
facile datrattare.

-logl+ il
W2
Risulta una retta con pendenza -1 decade per
TN decade (-20 dB per decade)
\ Non si fanno approssimazioni.
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-logjw|

[l termine
log

Kw,
2

e anche molto facile da trattare perché & una
costante.
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IOQ%
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~ Disegnate singolarmente |e varie componenti,
basta sommarle per ottenere |G(j W)|.

Attenzione: si devono sommare i logaritmi e
quindi s devono sommare le distanze del vari
grafici elementari dall’ asse orizzontale a 0 dB
ovvero [G(jW)|=1 .
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~ Esempio:

o9~ 500(s + 20)

s(s+2)(s+100)
- S
50002031 +
OE 207
2010001+ S84 S 8
g 2° (; 100+

JWo
50p1+—
an 2

G(s) =

G(jw)= mgl Mgg iwg
2 3¢ 100°
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Diagramma del modulo
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Diagramma di Bode
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“Valori del diagramma approssimato di G(j )
a variaredi w.

we 2 G(jw)=>
w
26wt 20 \G(jw)\:%:%
wi—
2
%
500~
206 we 100 \G(jw)\=759:%0%:5
12 w
2
7%
500~
. 51 _500
100¢ w IG(jw) = ‘WZCI)/V ==y
wh2i— W2
2100 100
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g2
Provare con _200(s+0,5)

s(s+5)

G(s)=

20000531+ 58
¢

505%1+ §8
¢ 57
20%1+ Mg
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Diagramma del modulo
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Il Caso di Poli (0 Zeri) Compless Risulta
Coniugati _ 1
. Gliw)=p— = ”
Sia W2 gl-—0+ j2x—
n .
Ge)= 5 'y G W W
S” +2xw, s+ w,
. . . .o << = i o
poniamolain formadi costanti di tempo e w << u;, laparteresde e predominante & ©1
1 .
= 2 = - =
G(s) — logG(jw)=-logl=0
s . asfi
1+2x—+g—0
w, ¢ w, +
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her w >> w;, predominail termine quadratico
dellapartereae.

WZ

P
Wn

= -2logw+ 2logw,|

logG(jw) =-log
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dB 6o | 1000 |- |

40 | 100
20 | 10

[ Ll wl il Ll ol

01 1 1 10 100 1000 W
204 1

-40 L .01
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Pendenza:
-2 decadi per decade

-40 dB per decade
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~ 1l diagramma asintotico non dipende dallo
smorzamento Xx.

Tuttavia x influenzail diagramma esatto.

Notabene: x ¢ 1

5 © Gustavo Belforte 1999 Diagramma di Bode
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~Per determinare la pulsazione a cui si ha un
massimo s trova per quale W,
dG(jn) _,
dw
esi trova
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Dacio segue che si hanno massimi solo se

x<? Y w,, erede
intali condizioni il massimo &

1

G(jw, =
‘ (J max)‘ ox 1—X2
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Nel caso di zeri compless coniugati i
diagrammi risultano analoghi, ma sono
simmetrici rispetto all’ asse delle ascisse.

Nota bene
Sepoli €/o zeri sono a parte reale positivao

negativa non cambia nulla per quanto riguarda
il diagramma di Bode del modulo.
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1000(s-1)

s(s? +10s+100)

~100081- 58
¢

Esempio: G(s)=

G810 g5
100sz1l+ —s+—0
c 100 100-

-1081- >
¢ 1= i
o 2
$1+01s+ > g [X=05
; 10

§w,=10
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Diagramma del modulo
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‘Calcolo del modulo di  G(jw) a diverse

pulsazioni.
wel G(jw) -10
w
:1OW=

1¢we10 G(jw) 10

Wu

_ 10iw _ 10 _1000
wewoow
100 100

10¢w  [G(jw)
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“Calcolo della pulsazione di taglio .
Dal grafico risulta w, >10, quindi
. 1000
Gljw,)=—-=1

C

w = ~/1000 =316
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“#Nota bene

La pendenza del diagramma di |G(jw)| ale
basse frequenze é determinata dal numero di
poli (o zeri) nell’ origine.

La pendenza del diagramma di |G(jw)| dle
alte frequenze (w — ©) é determinata dalla
differenza N;-N, tra il numero di poli N, e
il numero di zeri N, nella funzione di
trasferimento.
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Diagramma della Fase di G(jw)

Per i sistemi a minimarotazione di fase, Bode
ha dimostrato una relazione stretta tra
diagramma del modulo e diagramma della
fase.
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Sistemi a Minima Rotazione di Fase

| sistemi che non hanno poli e/o zeri nel
semipiano di destra e che hanno guadagno
positivo sono a minima rotazione di fase.

Per tali sistemi il valore del diagramma della
fase ad una certa pulsazione w é funzione
della pendenza dell’intero diagramma del
modulo.
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In pratica la fase ala pulsazione w dipende
quasi solo dalla pendenza del diagramma del
modulo una decade prima ed una decade dopo
lapulsazione w considerata.
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‘Anche in questo caso s pud fare una
approssimazione lineare.
p

g6 () =a”

dove a € la pendenza media del diagramma
del modulo sulle due decadi a cavallo della
pulsazione w considerata.
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yQuesta formula puo essere usata per valutare
la fase di G(ju) in corrispondenza a valori
isolati di w, ma pud anche essere usata per
ottenere i grafici (approssimati) della fase di
poli e zeri presi singolarmente.

Dopo aver tracciato i grafici singoli relativi a
tutti i poli e zeri il grafico dellafase di G(jw)
€ ottenuto sommando i grafici elementari.
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0.1m wy 10wy

900 L

450+

0° } } } j

-45°7

-90°
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—
64
10° 10" 10° 10'
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“Per poli (o zeri) nell’origine i grafici non
vengono riportati in quanto sono delle
costanti.

Ogni polo (zero) nell’origine aggiunge uno
sfasamento di -90° (+90°).
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-180 Lo n
10° 10 10 10
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er . . .
Nel caso di poli /o zeri complessi coniugati 1
lo smorzamento influisce sul diagramma della
fase. e
Tuttavia tale dipendenza pud essere trascurata
se lo smorzamento non & troppo piccolo
(x <0.4-0.5).
45+
10% 10" = 10° 10'
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Esempio
G(s)= 500(s+20) _
s(s+ 2)(s+100)
0 S ~
5081+ =9
_ ¢ 20-
Q S ~0 S ~
sel+ a1+ > §
¢ 2+ 100+
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/ Nota bene: 1l diagramma della fase inizia alle
basse frequenze (w — 0) e termina dle alte
frequenze con valori multipli di 90° (p/2).

Alle basse frequenze la fase e pari a -90°
moltiplicato il numero di poli nell’origine (+90°
moltiplicato il numero di zeri nell’ origine).

Alle dte frequenze la fase e pari a -90°(N,-N,)
dove N, eil numero di poli €N, e il numero di zeri
dellafunzione di trasferimento.

Queste relazioni valgono per i sistemi a minima
rotazione di fase.
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1G(Gm)

ANcora un esercizo:

s+1 .
G(S)_Sz_l_l 10107 107" ] 10° 10"

-135

-180 T
10 10 10 10
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Sistemi a Non Minima Rotazione di
Fase
Consideriamo le seguenti quattro funzioni di
trasferimento di cui disegniamo il diagramma
del modulo e dellafase con MATLAB
90
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= _10(s+5)_ 1* 55
G,(s)= (s+50) T4 %0
_1o(s-5)_-(1-%)
Gz(s)_ (S+50) - 1+ %0
_10(s+5) _ -(1+%)
Gs(s)_ (S—50) - 1_%0
_10(s-5)_1- %
(s-50) 1—%0

G,(s)
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) [G1lIG,]IGsl, |Gl
10
z
Q
©° S ; s
10" 10 10" 10 10
w




“La differenza tra questi grafici ¢ legata dla
presenza o meno di poli e/o zeri nel semipiano
di destra.

Quando la funzione di trasferimento & messa
in formadi costanti di tempo, i termini relativi
a poli e/o zeri readi nel semipiano di destra
sono nellaforma

o

1S
M/i.

O 8o
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G, TG,
60 180 ——
160
50
140
2 120
& Z10o
S O
= 0 ~
80
20 60
40
10
20
o R
10" 10° 10" 10° 10° 10* 10° 10" 10° 10°
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TG, TG,
0
BBy —
20
10
-40
-60 20
=~ ~ %0
-100
120 -40
-140
-50
-160
80 S=—=— o T 2 s 60 o f z 3
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
w w
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E’ facile verificare che

11-1% = e 1%
W wy

da cui segue che sia i diagrammi esatti che
quelli approssimati linearmente per poli e/o
zeri reai nel semipiano di destra si possono
ottenere come i diagrammi per poli €/o zeri
nel semipiano di sinistra ma con un
cambiamento di segno allo sfasamento.
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0.‘11/1/1 wy lle

90°1

450+ T

4507

-90° 1
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Analoga proprieta vale anche per poli €/o zeri
complessi coniugati. Bisogna poi ricordarsi di
sommare (0 sottrarre) eventualmente la fase
(180) relativa adl’eventuale guadagno
negativo.
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Per comprendere tale procedura consideriamo

Un altro modo per determinare il diagramma Iafig_urawguentein Cui S & un generico punto
dellafase di tali sistemi richiede di operare nel del piano

piano complesso s dei poli e zeri della
funzione di trasferimento.
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Ere . . .
“Da tale figura noto a e fissalo s S POSsONO
ricavare |(s+a)| e T(s+a).

Consideriamo ora che una generica funzione
di trasferimento puo essere posta in forma
fattorizzata

_K(s+2z)i(s+2,)0....0(s+z,) _
G(s)= (s+p,)i(s+ p,)0....0(s+p,)

© Gustavo Belforte 1999
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_Kis+zem 0. s+ z, @)

s+ ple P 0|s+ p, /TP

(@i {¥(s+z )W (stz,)-W(sp)-..-W(stp, )}
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~Se g riportano sul piano s poli e zeri della
funzione di trasferimento e s considerano i
vettori che li uniscono ad un punto s posto
sull’asse immaginario, cosi che s=jw, s
possono valutare modulo e fase di G(jw) per
diversi valori di w.
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*Ad esempio consideriamo il caso di
_10(s-5)
2(5) - (S+ 50)
ed

_10(s+5)

G4(S) (5-50)
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Re
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TG,|,,=180° - 0°
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<02 ™ G

-I-GZ‘W:W] =¢,-q,
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TG, ., =90°-90° =0°

w=a
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buesta procedura grafica ben si addice ad una
valutazione qualitativa dellafase di G(j ).

Per una valutazione quantitativa si possono
avere problemi di scala(poli €/o zeri agrande
distanzatradi loro).

Notare come con questo metodo appare
evidente il contributo di ogni polo €/o zero
dla fase complessiva di G(ju) dle varie
frequenze.
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Il Metodo dello Pseudo Diagramma

Questo metodo permette di usare le tecniche
viste per i sistemi a minima rotazione di fase
anche per i sistemi a non minima rotazione di
fase.
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Ci0 é possibile in quanto s applica la
relazione tra pendenza del diagramma del
modulo e diagramma della fase non
direttamente a diagramma del modulo di
G(jw), ma a diagramma del modulo di una
G'(jw) derivatadaG(jw).

La G"(jw), derivata con regole opportune, non
ha alcun senso fisico particolare; rappresenta
solo un artificio per derivare il diagramma
dellafase di G(jw).
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Laprocedura per derivareil diagrammadella
fasedi G(ju) ériassuntane seguenti punti:

1. Dato G(ju) a non minima rotazione di fase
porla nellaformadi costanti di tempo

2.Costruire G*(jw) da G(j w) sostituendo:

- ogni polo nel semipiano di destrain s=+a con uno
zero speculare nel semipiano di sinistrain s=-a.

- ogni zero nel semipiano di destra in s=+b con un
polo speculare nel semipiano di sinistrain s=-b.




© Gustavo Belforte 1999 Diagrammadi Bode 115

3. Ricavare il diagramma della fase di G'(jw)
(determinandone  eventualmente prima il
diagramma del modulo) con le regole per i
sistemi aminima rotazione di fase.

4. Aggiungere (o togliere) 180° a diagramma
ottenuto se il guadagno di G*(j W) € negativo.
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Gy(s)= 10(s+5) _ - (1+%)

Il diagramma cosi ottenuto € quello della fase s-50  1- %O
di G(jw) . S s
Gi(s)= (1+ é)(1+ éo)
: 1
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1G4l

10°

10°

10°

G,

200

100

~ Anche per i sistemi anon minima rotazione di
fase il diagrammadellafaseinizia e terminaa
valori che sono multipli di +90°, ma in
generale non valgono piu le regole riportate a
pagina 82 che s riferiscono a sistemi a
minima rotazione di fase.
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Comandi MATLAB

w = logspace(nl,n2,n3);

[m,f] = bode(num,den,w);
bode(A,B,C,D,in,w);

loglog(w,m);

semi logx(w,T);




