E. Brusa, C. Delprete, P. Gay

SISTEMI NUMERICI

Riferimento d testo: Cap. |

SISTEMA DI NUMERAZIONE POSIZIONALE

Quaungue numero intero N >1 puo essere scelto come base del sstema di numerazione e, in Sstema
posizionale con base N, qualsas redle S puo scrivere come

(a)n= “—L(amN Mo, N 0 Nkag+ . a N7 +’°°): £ anam 1 Q8 A XX
dove le cifre aj sono numeri interi appartenenti dl’intervallo [O, N - 1]:

Ofa £N-1

Esempi
1) (245.27),,=2%10% + 40" +5+2x10°1 +7x0°2

2) (10.111012), =1 +0+12° 1 +152°2 + 1@ 3+ 0524 +10°° +12° =(2.921875),,

| sgemi aritmetici di un cadcolatore sono a precisione finita (gpazio di memoriafinito) ed effettuano
operazioni con precisione finita Eperazioni di macchina: A, A ...); le basi utilizzate sono N=2 0
N = 16.

| numeri di macchina sono numeri rgppresentabili esattamente nello spazio di memoria disponibile,

SISTEMA ARITMETICO INTERO
E un sottoingeme finito ddl indemeinfinito degli interi Z: 11 Z
I(NL) ={- i om 102 i} €ON i = N' - 1.
Nello spazio di memorias usano 1 bit per il segno e 7 bit per il numero (I=7).

S ha Overflow o Underflow sugli interi quando al Z, mal |, Cio€ a>ima 0 8<- imax.

Esempio
3) N=10, =2 quindi ima=10% 1=99
60A (50A (- 40)) = 60A 10=70
(60A 50) A (- 40) = Overflow b proprieta associativa = NO

SISTEMA ARITMETICO REALE

E un sottoinsemeddl’insgemeinfinitodd redi R Fi1 R

A Politecnico di Torino - CALCOLO NUMERICO 1
.'q_x_lc'



E. Brusa, C. Delprete, P. Gay

successva, quindi, 9 verifica cancdlazione numerica soltanto le prime t- s=8- 4=4 cifre sono
sonificative (gli ultimi 4 zexi di y non hanno sgnificato).

3.

Supponendo di lavorare in aritmetica floating-point con t=4 cifre riservate dla mantissa e tecnica di
arrotondamento smmetrico fl,), sommare i seguenti numeri prima in ordine ascendente (dd piu
piccolo d piti grande) e poi in ordine discendente.

0.1580, 0.2653, 0.258140', 0.429840', 0.626640° 0.755540% 0.788940° 0.776740°,
0.899910°". Confrontarei risultati ottenuti con il risultato esatto 0.10710102340°.
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é_ ordine ascendente é ordine discendent e
.1580 + .8999X0% +
2653 7767X10°
4233 + 9776X0% +
2581 »0! .7889x10°
3004 20" + 1056 40> +
1
4298 X0 7555 X102
7302 1ot + 1064 40° +
6266 %02 6266102 non conta
6996 X102 + .107040° +
7555 X102 4298 x10'non conta
1455 X0° + 1070x0° +
7889 103 2581 X10'non conta
9344 A0° + 1070%0° +
7767 A0° 2653 non conta
1711 «0% + 1070X10° +
8999 0% 1580  non conta
1071 H0° .1070
x=1071 ®0° y=1070 H0°

s=107101023 :10°

E' piu corretto effettuare la sommain ordine ascendente (risultato x); infatti nel caso di sommain ordine
discendente (risultato y) i vaori pit piccoli ‘non contano’ e vengono pers.

4. Riformulareil problema y = +/x+d- J/x , in modo da evitare la cancellazione numerica
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S raziondizzain modo da diminare la sottrazione effettiva

(. Rxrdedx o d
y= (e &’mw? Ix+d +4/x

ESERCIZI PROPOSTI

1. Scrivere le rgppresentazioni floating-point normalizzate dei seguenti numeri: 125.375; .0075343;

1.47512 e2.
[.125375 €3; .75343 e- 2; .147512 €3]

2. Cdcolare la soluzione de seguenti gruppi di Sstemi e confrontare i risultati (S noti I’ effetto da
condizionamento del problema).

2 13 +6xy=8 1 3xx+6xy=38 13X +6xy=8
12 +4001xy=8 {2>xx+4002xy =8 {2>x+4003xy=8
12X +6xy=8 12X +6xy =8 1 2Xx+6xy=8

b e
)}2xx+6.oo1xy:8 125 +6.001xy =8001 }2xx+6002xy = 8001

[a) x=- 5331 y=2667; x=- 2664 y=1333; x=- 1775 y=889]
[b) x=4 y=0; x=1 y=1; x=2.5 y=0.5]

Politecnico di Torino - CALCOLO NUMERICO



E. Brusa, C. Delprete, P. Gay

OPERAZIONI TRA MATRICI

Riferimento d testo: Cap. |l

Unamatrice A e unatabdlaordinatadi numeri, in generde con m righe e n colonne.

[l generico elemento a;; € posizionato nella casdllaintersezione tralarigai-esma (1° indice) e lacolonna
j-esma (2° indice)
€3y app X X X X U

é a

g1 8yp X X X X dyy
A=@ x x x x x x xg rR™

€ x X X x xx x9

e u

@ml Qpp X X X X amnél

A secondade vaori assunti ddl’indice di rigam e di colonnan g disingue trax
vettore riga (ays,...,a1,) S8 M=1;
vettore colonna (auy,...,a1n)" sen=1;
matrice quadrata se m=n.

Nel seguito § farariferimento amatrici Al R™", cioé redli e quadrate, che potranno essere:
piene: dementi a; qued tutti non nulli;
Sparse: gran parte degli elementi &; nuli;
strutturate: dementi digposti in modo particolare;
diagonali: a;=0 per i*j;
tridiagonali: a;=0 per |i - j| >1;
identit& a;=0 per i*j e &;=1 per i=j (a;=d;; deltadi Kronecker);
zero: a;=Oper " i,j;
a banda (ampiezza 2k+1): &;=0 per |i - j| > k (ampiezza= max n. dementi * 0 su riga/colonna);
triangolari superiori: &;=0 per i>};
triangolari inferiori: a;=0 per i<j.

La somma (e la differenza) di matrici sono definite soltanto tra matrici dello stesso ordine (stesso

numero di righe e sesso numero di colonne). Il risultato e una matrice i cui dementi S ottengono
sommando o sottraendo gli eementi corrispondenti

ABITR™ ® C=A+B : c . =a th

Esempio

1Aé123u Bé3211]® CABé1+3 2+2 3+1u &4 4 4u
= A 2 = A / = + = A T= A /

) % 5 6f © 3 4f “+2 5+3 6+44 &% 8 10

Vdelaproprieta commutativas A+B=B+A;
vade |la proprieta associativa (A+B)+C=A+(B+C);
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la proprieta distributiva vae mantenendo I’ ordine: A(B+C)=AB+AC, (A+B)C = AC+BC.

Il prodotto di una matrice per uno scalare € una matrice ottenuta moltiplicando ciascun eemento per
lo scdare

AT R™ kI R®B=KA; b =ka

Esempio
5 A_él 2 30 K=5 ® B= é5 10 15u
) "% 5 64 &0 25 304

Il prodotto tra due matrici € definito se e solo se il numero di colonne della ‘prima matrice (quella di
snigra) € uguade d numero di righe ddla ‘seconda (quela di destra). |l risultato € una matrice i cui
elementi s ottengono effettuando il prodotto righe” colonne

AT R™ BT R™® C=ABI R™ ¢, —aa X,

k=1
Esempio
3 A= é 22U B = él 1u®C AB €4+24 1x-1)+240_ & 1
) ~& sl & 14 “83u+54 3(-1)+548 " & ol

La proprieta commutativadel prodotto non vale: AB! BA,;
la proprieta digtributiva vale mantenendo I ordine: (AB)C = A(BC).

M ATRICE TRASPOSTA

Data una matrice A, la sua matrice trasposta A" s ottiene scrivendo lerighe di A, ndl’ ordine, come
colonne (cioé ‘ scambiando’ le righe con le colonne): a;;" =4

Vagono le seguenti proprieta:
(ANT=A, (kA) =k AT
(A+B)'=AT+B";

(AB)'=B'A" (s inverte | ordine!).

Esempio
é1 4u
él 2 3 T é 7
4)A:g456Q®A =& 5
u A ,
& 6f

MATRICE SIMMETRICA
Una matrice A @ Smmetricase AT=A (la ‘riflessone della matrice rigetto dla diagonde principde la

lasciaindterata).
Lamatrice A e necessariamente quadrata, con elementi a;=a;;.
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Esempio
€2 -3 o0u

5 A== 3 1 4 esmmeri

) ] qesmmetrlca
g0 4 -7

DETERMINANTE DI MATRICE

Il determinante det(A) o |A| & uno scalare associato a ogni matrice quadrata Al R™".

Nd caso di matrice 2 2, il determinante 5 cacola come:

ay A

=auay, - and;,
a; ay

Esempio
6 ! 2—4 6=-2
) 3 - - -

Nd caso di matrice 3 3, il determinante 9 calcola come:

Z“ 21: ::3 I e T
2o s 8y, ag By By lay as,
a, ay, a

Ogni demento ddla prima riga risulta maltiplicato per il determinante della sottometrice ottenuta
cancellando la prima riga e la colonna contenente I'demento stesso; tra | divers termini 9 deve
rispettare la seguente successone dei segni:

& - 10
g -
¢ F s
& -+

Facendo riferimento aunarigaquasas (riga2 o riga3) 9 ottiene ovviamente |0 stesso risultato

811 82 A3
_ Ao a3 a1 &3 a1 9
a, a anl=-a +a -a
21 QA A3 21 7] 23
dz dasj dz; Az a3 Qazp
Adz; dszp; dg3
a1 &2 a3
_ . B2 & a1 ap a1
a, a an| = a -a +a
21 Qpp Qy3=ag 32 33
Qyy adx3 dy; axp dy; ap
Adz; azp daz3
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E quindi conveniente fare riferimento dla riga che contiene pitl dementi nulli (fare attenzione dla
sequenzade segni da gpplicare!)

Esempio
1 -2

o1 - —b“ j (2))% 1 (1)>) il 1X-12) - (-2)X15) +(- DX1) =17
2 -1 9

Nel caso di matricen” n, I’ estensione € owia; S ricorda di mantenere la sequenzadel segni.

Vdgono le seguenti proprieta:
det(A)=det(AT);
se A haunariga (colonna) nulla® det(A)=0;
se A hadue righe (colonne) ugudi ® det(A)=0;
Py
se A etriangolare (sup. 0inf.) ® det(A)=0 a; -

i=1

MATRICE SIMMETRICA DEFINITA (O SEMIDEFI NITA) POSITIVA

Una matrice quadrata e smmetrica Al R™" & definita postiva (semidefinita positiva) se x A% >0
(x"Ax 3 0) per ogni vettore non nulloxi R

Poiché lo scalare x A x hail significato fisico di un’ energia, € owio che sia sempre positivo.

CRITERIO DI SYLVESTER

E un criterio per sabilire se unamatrice sSmmetricaA € definita positiva o meno.

La matrice smmetrica Al R™" & definita positiva se e solo se det(A,)>0 per k=1, ..., n dovegdli A, sono
i minori principdi della matrice che S ottengono ddl’intersezione delle prime k righe e colonne della
matrice stessa

Due conseguenze di tae criterio affermano che:
se A e ddfinita podtiva dloragli dementi sulla diagonae principale sono tutti pogtivi (a;>0 per i=1,
. N);
se A e definita postiva dlora I'demento di modulo massimo s trova sulla diagonde principde e
inoltre |ay; |°<aiay; per it .

Esempio
¢4 1 ou

8) A:gl 1 OH ® det(A,) =4 det(A,) =3 det(A;) =24 ® A esmmericadefinita pogtiva
& 0 8
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MATRICE A DIAGONALE DOMINANTE

- & .
Unamatrice Al R*" & adiagonae dominante per righe see solo se [a;|> a aij‘ peri=1, ..., n.
=1

jei
Se A é smmetrica a diagonae dominante e con eementi diagonde tutti positivi dloralamatrice A e
necessariamente definita postiva

VETTORI LINEARMENTE INDIPENDENTI

k vettori, riga o colonna, sono linearmente indipendenti se |’ unica combinazione lineare nulla e quella che
9 cttiene utilizzando coefficienti tutti nulli.

Seaetaret...+aa=0con a;=a,=...=a,=0 dlorai vettori g (i=1, ..., k) sono LI fraloro.
MATRICE NON SINGOLARE
Una matrice Al R™" & non singolare se e s0lo se le sue righe (colonne) sono vettori linearmente

indipendenti, cioé se e solo se det(A)* 0.
Viceversa se det(A)=0 dloralamatrice A e singolare.

RANGO DI MATRICE

Il rango di una matrice Al R™" corrisponde d massmo numero di vettori riga (colonna) linearmente
indipendenti.
Se det(A)L 0, cioé se A énon singolare, dlorarango(A)=n;

se det(A)=0, cioé se A e singolare dlora rango(A)<n e bisogna consderarne i minori finche se ne
trova uno, di ordiner, non sngolare (rango(A)=r).

Esempi
él 20 , o ,
9 A :g)’ 4 ® det(A)=4- 6 0 rango(A)=2,i vettori rigasono tutti LI
u

el 2p N
10) A = 2\2 4§ ® det(A) =4-4=0 rango(A) < 2 = 1, infati r,=2%; e

quindi i due vettori rigaxr, er; sono LD traloro.

M ATRICE INVERSA

Se Al R*" & non singolare, cioé se det(A)! 0, dloraesiste una e unasolamatriceinversaA™'1 R non
sngolare tae che AXA '=A"bA=| (matrice identitd).

Vagono le seguenti proprieta
(AB)'=B'A;
(AT) 1:(A— 1)T;
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se A @ adiagonae dominante dloraA & non singolare (det(A)! 0) e quindi esiste A™:;
se A & smmetrica definita postiva dlora A € non singolare e quindi esiste A" Smmetrica definita
positiva
Le seguenti affermazioni sono traloro equivaenti:
A einvetibile
rango(A)=n;
lerighe (colonne) di A sono vettori tutti LI (linearmente indipendenti).

NORMA DI VETTORI E MATRICI

La norma & una funzione che a ogni vettore o matrice associa un numero regle e positivo, che s indica
con | |, e che misurauna distanza

S puo quindi utilizzare per vadutare la convergenza, in termini di distanza, dd vettore soluzione
dell’dgoritmo d vettore soluzione esatta

Dati due vettori u,vi R', la lunghezza o norma-2 del vettore u, indicata |ul.,, & definita come redice
quadrata del prodotto scalare:

Jul, = JuT s = gJu? 4ot U2 .

Ladisanzatrai vettori u ev 9 cacolaquindi come

u-v = (u- )T Hus v) =4J{g - v e (ug - v

Esempio
11) u=(1, 7) , v=(6, - 5) ® ||u- v||:\/(1- 6)? +(7+5)° =~/25+144 =/169 =13

NORMA DI VETTORE

Lanormadi un vettore x, o |x||, &€ unafunzione R'® R (cioé daR' aR) con le seguenti proprieta:
[IX[>0" x* 0ellx||=0 seesolose x=0 (non esstono distanze negetive);
Ikax [I=1kg XL ko T R;
Ix+yl[l£]x[|+]ly || (disugueglianza triangolare);
[Ix-yIRNIxI- ]y ]l (deducibile dale precedenti).

Lenorme di vettore piu usate sono lanorma-¥, lanorma-1 e lanorma-2 (o norma euclides):

||x||¥=1rgg>;l>q|
n
Ixl=a |x|

i=1

n
Ixll,=,|a ¥ =Vx"

i=1
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Lanorma-2 gode della proprieta pitagorica || x + y |53 x [|5 + || y [I3 e delladisuguaglianza di Cauchy-
schwarz || x i, 4l 2 <"y

Esempio
12u=(L,7)® [uly=max|L7=7  ulk=1+7=8  |lu[,=+1?+7? =~/50

NORMA DI MATRICE

Lanormadi unamatrice A, o |A|, € unafunzione R*"® R con le seguenti proprieta
[[A>0" At Oel|A ||=0 seesolose A=0 (non esstono distanze negetive);
A IElk AT " kT R;
|A+B|£|A|+||B|| (cisuguaglianzatriangolare);
|A-8|£]A]48]-

Le norme di matrice piu usate sono lanorma-¥ , lanorma-1 e lanorma-2 (o norma spettrae):

A ||y = max |a|
A [l 1££a i

I1A 1= e a |a,|

1A lp=Ar (AT A= [ i )

dove | o €l'autovaore di modulo massmo dellamatrice A.

Lanorma-¥ eil vaore massimo cacolato facendo la somma degli elementi sulle righe;
lanorma-1 € il vaore massmo cacolato facendo la somma degli eementi sulle colonne.

Esempio
é1 2 1w
13) Datalamatrice A = a2 1 ngiha
g 0 1y

n
1A I = max a || = max{@+2+1) (2+1+2) @+1)}=max{452} =5
)

n
IA o= max a || =maxd(1+2+1) (2+1) @+2+1D}= mad434}=4
JEMi=1

COMPATIBILITA DI NORMA

Lacondizione di compatibilita tranormadi matrice e normadi vettore € che ||AX||E ||A][AIX]] -
Le norme utilizzate (¥, 1 e 2) sono compatibili e la condizione di compatibilita viene solitamente usata
nelle maggiorazioni.

g Politecnico di Torino - CALCOLO NUMERICO 16
.']._xlld'



E. Brusa, C. Delprete, P. Gay
ESERCIZI SVOLTI

7 B A R R
1. Cdcolare il prodotto (x y)><gg Dg%x y)" sapendo chex, y 1 R’ sono vettori rigaeA, B, C,D |
€ a

R"" sono matrici quadrate.

A B . éABuaexo aé\x+By0 By +vCxT+vDV'T R
V)R ¥ V)T =(x V)2 = +=XAX" +X X
( y)%c DH)( y) = y)%c Hxéy = y)xéCX +Dy' o yryReyRy

2. Veificare cheil prodotto di 2 matrici triangolari superiori € una matrice triangolare superiore.

®

ued eq_éad ae+bfy
0

A verificato.
O % 1878 o |

3. Sviluppare I'dgoritmo per calcolare il prodotto scalare tra vettori X' y=z dovex,y T R mentrezi
R

Algoritmo. Vetvet(n,x,y,2)

n
Commento. L’ adgoritmo calcolail prodotto scalare vettore” vettore X' y= é Xyj =2z

i=1
Parametri. Input: n, X, y

Output: z
1.z=0
2.Ciclo1:i=1, ...,n
3. Z=z+X%,

4. FineCiclo 1

4. Sviluppare I'dgoritmo per cacolareil prodotto matrice’ vettore Ax=y dove AT R""mentrex, y 1
R

Algoritmo. Matvet(n,A X,y)

Commento. L’dgoritmo cacolail prodotto matrice” vettore A=y con y;= a a,;x; dovei=1,n
j=1

Parametri. Input: n, A, X
Output: y
1. Cidol:i=1,...,n
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2. y=0

3. Cido2j=1,...,n
4. yi=yitaX

5. FineCido 2

6. FineCiclo 1

5. Dataunamatrice A dimostrare che lamatrice B=ATA & semidefinita positiva

Bisogna dimostrare che x™ B x3 0.

n n
X" Bx=xTATAX=(AX) XAX)=y ¥=3 vi ¥ =Q Vi’ 3 0 sempre (cvd)
i=1 i=1

z A B AN
6. Sadaalamatrice §3T CH definita postiva Dimostrare che anche lematrici A e C lo sono.
u

Andogamente dl’ esercizio 1. 9 ha

éA Buao aAXx+By 0O
AR S R S L A

Poichéi vettori X ey possono essere scdlti qualsas:
se x=0dloray’ Cy>0 e quindi C & definita positiva;
sey=0dlorax’ Ax>0equindi A & definita postiva (cvd)

ESERCIZI PROPOSTI

1. Veificare cheil prodotto di 2 matrici triangolari inferiori € unamatrice triangolare inferiore.
2. Sviluppare I'dgoritmo per cacolare il prodotto matrice tridiagonae” vettore Ax=y con Al R""
tridiagonde e x,yl R". Utilizzare esclusvamente vettori.
[Tridvet]
3. Sviluppare I'dgoritmo per cacolare il prodotto matrice’ matrice AB=C con A,B,Cl R™"
Ottimizzare quindi |’ goritmo ndl caso di matrici triangolari superiori.
[Matmat]

4. Cdcolarei risultati delle seguenti operazioni tramatrici.
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&1 3 2u 4 1 10
_é 0 o_86 U _
A=z4 0 13 B=33 2 -2;® C=A+B
g2 1 54 g 2 -3
Ve _2 1\
A=S d k=1le B=k
© 1 -4
& 2 30 61 -1u
_ 8 0 r_€4q AU _
A_;Q 3 45 B=§3 -2;® C=AB
@ 5 6f g1 14

Calcolareil determinante ddlle seguenti matrici.

. N 81 23U 51 2 3
A:(EO OL'I B:gé 1 23 ng; 1 sﬂ
g 51 ¢ g e U
g 0 3y &0 0 3

Cdcolareil rango delle seguenti matridi.

1 o 6l 1 1y é1 2 -1u
_¢€ u ,_8 U0 ~-¢6 _oU
A—gz i B=gl 2 3 C=§2 4 -2

0 1 1§ g1 -2 1§

Datalamatrice diagonde A= g
u

Oy o
ol cdcolarelamatriceinversa AL,

E. Brusa, C. Delprete, P. Gay

I
D D D
~N oW
N A
oW

B

9
w

N

&

D:(D> (D!
H
N
1
N

N H N > > N
ﬂlD)th(D)('D ('D(D)%CDN'D (¢ ) fD(.ngD
1 1]
D> D
\‘
1
e

[det(A)=0 , det(B)=4 , det(C)=3]

[rango(A)=2 , rango(B)=3 , rango(C)=1]

IS

a o0
0O 1b

CAe

QO
oM
Ser

Cdcolare ladiganzatrai vettori u=(3, - 5, 4) e v=(6, 2, - 1) etrai vettori x=(5, 3,-2,-4,-1) e

y=(2,-1,0,-7,2).

Cdcolarelenorme ¥, 1 e 2 dd vettore v=(6, - 5).

2
Cdcolarelenorme ¥ el ddlamatrice A = 24 5
8
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SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI

(Riferimento d testo: Cap. I11)

INTRODUZIONE

Un sstemadi n equazioni lineari in n incognitex; (i =1, n) puo essere scritto in formamatriciae come:

dove AT R™" & la matrice de coefficienti (dimensione , n)), xT R" il vettore ddle incognite
(dimensione (n, 1)), b1 R" il vettore dei termini nati (dimensione (n, 1)).

La soluzione del sstema di equazioni lineari esiste ed € unica se e solo selameatrice A € non singolare,
cioe le sue colonne (righe) sono vettori linearmente indipendenti. In questo caso det(A)! 0 (ovvero
rango(A) = n) e quindi esiste lamatriceinversaA™* tde che x=A""b.

| metodi di soluzione s dividonoin:

METODI DIRETTI Gauss (decomposizione GA=U e fattorizzazione LU)
Choleski
- s gpplicano amatrici A dense e di ordine non eevato (107, 10°)
- effettuano un numero finito di operazioni su A e su b che trasformano il 9gema inizide in un
sSistema equivaente pitl semplice con matrice del coefficienti triangolare
- occorre memorizzare tutti gli dementi delamatrice A
- sono affetti soltanto daerrori di round-off

METODI ITERATIVI  Jacobi
Gauss-Seidd
SOR
- 9 gpplicano amatrici A sparse e di ordine elevato (10*, 10°)
- operano exclusivamente con la matrice A inizide e generano una successone (infinita) di vettori
convergente dla soluzione x
- e aufficente memorizzare soltanto gli dementi non nulli delametrice A
- sono afetti Sadaerori di round-off Sadaerori di troncamento andlitico (discretizzazione)

Ne seguito g affronteranno per primi i metodi di soluzione diretti e successvamente qudli iterativi.
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SISTEMI TRIANGOLARI

Seil sgemadi equazioni lineari hamatrice dei coefficienti triangolare superiore, apartire ddl’ ultima
equazione g risolve il Sstema aritroso con tecnicadi back-sostitution: ddl’ ultimaequazione s ricavail
vaore ddl’incognitax,, e, per sogtituzione progressiva nelle equazioni via via precedenti, S ricavano tutte
le dtre x;. Le equazioni quindi S disaccoppiano viavia e le soluzioni x; S ricavano mediante laformula
ricorsvariportatanel seguito.

Dato il seguente Sstemalineare con matrice dei coefficienti triangolare superiore:

1891X) +a15X) T gXg + ot By Xy =y

Ao Xo + ApaXa + ... +a =b o _
2272 7 ©2373 2n%n =02 cona; ! 0, cioe A nonsngolare

I
|
T e :
1 8nn %y = by

lasuasoluzione s ricava con laformularicorsvadi back-sodtitution (crf. Algoritmo: Backsost):

i b,
..)(n =
i 2
i 3
i B aagx)
| _ j:k+1 _
L X = con k=n-1,n-2, ..,1
1} Ay
Esempi
12% - D g - 2%, 20 P B
:l: 2X2+OX3-]_)(4:]_ r4. 1—OX4—E X, =
' 1
1) : 5% T, % =7 dacuisricavano: 3 -Ex +2=-1 ® x.=1
.|' 2 4 4 . 2 3 4 4 3
! @XA:2_9 2 2x,+0-1=1 ® x,=1
f 10 10 i 2x,-1+1-2=0 ® x =

In modo andogo il ssgema di equazioni lineari ha matrice del coefficienti triangolare inferiore, a
patire dala prima equazione 9 risolve il 9stema con tecnica di forward-sostitution: ddla prima
equazione S ricava il vaore ddl’incognita x; e, per sogtituzione pogressiva ndle equazioni via via
successve, S ricavano tutte le dtre ;.

Il costo per risolvere un Sistematriangolare (inferiore o superiore) & pari a circan?/2 operazioni.
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METODO DI GAUSS

L'idea di base condge nd trasformare, con un numero finito di combinazioni lineari ed eventudi
permutazioni di equazioni (cioé scambi di righe), il Sgemainizide denso

in un 9gema equivdente Ux = b con matrice dei coefficienti U triangolare superiore, che 9 risolve
mediante tecnica di back-sodtitution.

Procedura

1) S effettual’ diminazione ddle vaiabili in (n- 1) pass.
Al generico passo k-esmo (k=1, ..., n- 1):

a) g individualarigapivot (cioélarigail cui demento sulladiagonde principdedi A éa;t 0) e
la colonna da annullare (operazione di pivoting)

b) s cacolail moltiplicatore my come my, =-al/a®) =k +1, ...,n , da applicare agi
elementi della colonna da annullare che seguono qudlo in esame

¢) s trasformano gli dementi &;% e b® della matrice dgi coefficienti e del vettore dei termini
noti (coni ej >k, cioe appartenenti ale righe sottostanti quellain esame) come

! a,-(-k+1) = a,-(-k) +moadd  i=k+1,.,n

K 1 ’ , .. )
% (Jk+1) (Jk) (:) _ L’elemento aﬂi) eil pivot.
b =™+ my X, j=k+1,...,n

|l costo ddl’ diminaziore & pari a /3 operazioni.

2) S risolveil sgema triangolare superiore equivaente mediante back- sodtitution.
Il costo di soluzione (W?/2 operazioni circa) & molto inferiore ad costo ddl’ diminazione e quindi il
costo complessivo del metodo di Gauss & circa pari a n®/3 operazioni (conta soltanto il processo di
diminazione ddlle variahili).

OSSERVAZIONI SUL PIVOTING

1) Lascdtaddl’ demento pivot viene solitamente effettuata con tecnicadi pivoting parzale.
S sceglie come pivot I'demento di modulo massimo della colonna da annullare in modo da avere
tutti i moltiplicatori minori di 1 in modulo.

S scegliecioe r pari d piu piccolo intero maggiore o ugude di k e tde che ‘aT('k‘)‘ = l[nax ai(kk)‘ ed
£ifn
scambialarigak-esmaconlarigar-esma
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2) Seil pivot all) &nullo, il metodo di Gauss s blocca perché & impossibile calcolare i moltiplicatori
mik (divisone per 0). S deve quindi scegliere I'demento pivot non nullo scambiando di posto due
equazioni, p.e. la k-esma con una delle successive. Questo e possibile perché il sistema e non
singolare e quindi se a'} =0 necessariamente qualche atro elemento dellacolonnak-esmaé? 0.

3) S migliorala gabilita ded metodo permutando le righe anche se I’ demento pivot e piccolo in modulo
rigoetto agli dtri eementi (un pivot piccolo potrebbe derivare ddla differenza di due numeri quas
uguai e quindi essere affetto da cancellazione numerica).

4) L’diminazione dedle variabili non necessta di permutazioni di equazioni nd caso di matrici a
diagonae dominante 0 smmetriche definite postive, purché gli dementi pivot ag) dano tutti non
nulli.

DecomposizioNE GA=U

[l metodo di Gauss pud essere interpretato come una successione finita di trasformazioni di A e b, cioé
come maltiplicazione di A e b per un numero finito di matrici opportune.

Quedto tipo di interpretazione consente di riformulare il metodo in due parti digtinte:
la prima (crf. Algoritmo: Factor) determina una matrice non singolare G tale che GA=U ¢é una
matrice triangolare superiore,
laseconda (crf. Algoritmo: Solve) utilizzalamatrice G erisolveil 9sema Ax=b.

Il Sgemalineare inizide Ax=b puo essere riscritto come:

GAx=Gb b Ux=b

con.

Scambi di righe - Lo scambio di due equazioni del sstema Ax=b, p.e. lariga i-esma con lariga j-
esma, equivale a moltiplicare (da sinigtra) entrambi i membri del Sstema per la matrice P che € una
meatrice identita con lerighei e j scambiate.

Combinazioni lineari - La sodtituzione nel sstema ddla riga i-esma con la medesma piu lariga |-

esma moltiplicata per my;, equivale a moltiplicare (da snistra) il Sstema per la matrice M che ha
diagonde principae unitariaein poszione (i, j) il moltiplicatore m;.

FATTORIZZAZIONE PA=LU
La decomposizione GA=U puo essere riformulataipotizzando di effettuare primatutti gli scambi di righe
e successvamente tutte le combinazioni lineari.

Le matrici che contengono i maltiplicatori my; saranno ovviamerte ordinate in modo diverso perché gli
scambi di righe avranno agito anche su di esse; quindi invece di avere:

GA = (M. 1. 1 %o XM, 3P, M P )A =U
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oras ha
GA =M. 1% oMM [Ph.1 % PP A=U P GA=MPA=U

dove M~ &lamatrice triangolare inferiore, a diagonde unitaria, dei maltiplicatori con le righe riordinate
dal vettore pivot.

In particolare s puod scrivere:
PA=M~ U coe PA=LU

dove L =M "1 & una matrice triangolare inferiore con diagonale unitaria ed dementi fuori diagonde
pari @ maltiplicatori my; cambiati di segno eriordinati come detto dal vettore pivot.

L’ agoritmo Factor fornisce direttamente le matrici L e U se 9 effettuano le seguenti modifiche a pass:

6. aj « a&j j=1, ..., n(scambiodi righeanchendlaparteinferioredi A cheviavia
contiene i moltiplicatori)
a
9. = - mik:a—"‘ (s memorizza.il moltiplicatore cambiato di segno)
kk

10. a;=aj- acdy , j=k+1, ..., n (cambiail segno dellacombinazione lineare)

Nota la fattorizzazione PA=L U, per ricavare lasoluzione dd ssemainizide Ax=b é sufficiente risolvere
in cascatai Sstemi triangolari:

iUx=y
I o
Ly =Pb=Db

Infatti da Ax=b s ricava PAx=Pb (maltiplicando ambo i membri per P), cioe LUx=Pb (perche
PA=LU)dacui Ux =y eLy =b’.

UTILITA DELLA FATTORIZZAZIONE

Lafattorizzazione PA=L U, come anche la decomposizione GA=U, possono essere Uutilizzate per:
1. CacolarelamatriceinversaA™
PASLU b (PA'=(U)'=ULt p APl=yL?
Dato che P'* = P (¢i sono soltanto 0 e 1) § ha

Al=(ULLYP b Al=BP
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Fare il prodotto PA dgnifica essguire su A gli scambi di righe riportati nd vettore pivot;
analogamente il prodotto BP corrigponde a eseguire gli stess scambi sulle colonne.

1 AX;=b,
. T - JI AX, =b,
2. Risolvere p sgemi lineari multipli § _
'I' R R
T AXP =bp

la cui soluzione mediante decomposizione GA=U e soluzione de sstemi triangolari costerebbe
p(n3/3+ n2/2) operazioni.

La fattorizzazione PA=LU (costo n3/3) viene cacolata una sola volta perché le matrici L, U e P
S0N0 le stesse per tutti | p Stemi lineeri.
S ottengono quindi i seguenti Stemi triangol ari:

}.iLyl =b, costo n?/2

21

1fUx, =y, costo n?/2

| . . . . N 2 2 2
TR il cui costo di soluzione e p(n /2+n /2): pn
[ "

”,ILyP :bp

Tl

11U% =Y,

Il costo complessivo (fattorizzazionetsoluzione del Sstemi triangolari) € quindi pari a n3/3+ pn?
ed é decisamente inferiore a costo da sostenere con la decomposizione GA=U.

METODO DI CHOLESKI
Se la matrice A e a diagonde dominante o Smmetrica definita positiva, il metodo di Gauss procede
senza necessta di effettuare scambi di righe. La conseguente fattorizzazione A=LU pud essere
interpretata come prodotto di particolari matrici triangolari, unainferiore e |’ dtra superiore, A=L,L,".
Lafdtorizzazione A=L U puo infatti essere riscritta come:

A=LDU,

dove D=diag(U), L e U, sono triangolari (superiore e inferiore) con diagonae unitaria
Poiché lamatrice A & smmetricaaloraU,=L" equindi A=LDL".
Lamatrice A é anche definita postiva e quindi gli dementi diagonde O);; Sono tutti positivi; S pud

introdurre /D scrivendo A=LDY2 DY2L.T
Poiché lamatrice D & diagonde dloraD™=D equindi A=(LD"?) (D¥?)"L")=L,L," con L,=LD"Y2.
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gdiy 0 0 x x x 0y
9, | 0 x x x 0Y
a2 i
83 Iy I3 0 x x 00U
L. = ex X X X X X xu
1= é u
81 1l x x1; 0 0OU
gx X X X X xL'j
e u
gnl In2 In3 x x X InnH

Gli dementi |;; § calcolano con la seguente formula ricorsva:

|11 :«/3_11

i it

s o

i & - a ik

I |.. —_ k=1

[ [

| I}

| . 1/2

'|'|ii —gaii - allk_ =2,...,N j—l,...,l -1
1 k=1 @

Il costo e pari a n3/6, cioe lameta ddlla fattorizzazione LU vera e propria.

CONDIZIONAMENTO DEI SISTEMI LINEARI

La sengtivita ddla soluzione di un Sgema lineare dle vaiazioni da coefficienti ddla matrice A ede
termini noti dd vettore b viene esaminata atraverso lo sudio ddl condizionamento.

Sianel caso di perturbazione dd solo vettore del termini noti b Sand caso di perturbazione ddl vettore

del termini noti b e ddlamatrice dai coefficienti A, S definisce indice di condizionamento del problema
il numero:

K(A)° ||A] >1|A'1||

che rappresenta il fattore di amplificazione delle perturbazioni relaive (cioe degli errori relativi)
introdotte nel vettore b e ndlamatrice A.

Se K(A)>>1il agemallineare Ax=b e md condizionao;
K(A) étanto maggiore quanto piu lametrice dei coefficienti A tende a essere singolare.

Tipic esempi di ma condizionamento sono lameatrice di Hilbert H,, e lamatrice di Vandermonde V.
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el 1/2 X X 1/n u el x x 1t
gl/z 1/3  x x 1/(n+1)ld gxl . X X xnt
H =él/3 1/4 x x 1/(n+2)q V.=éx x xx X (
?X X X X X l;j ?X X X X Xl;
e u en-l -1 n-lL
gl/n 1/(n+D) x x 1/(2n- g & X X X X(

METODI DI SOLUZIONE ITERATIVI

Questi metodi S applicano amatrici dei coefficienti A sparse e di ordine devato (10%, 10°).
Operano esclusvamente con la matrice inizide A e generano una successione infinita di vettori che
converge dla soluzione (vettore delle incognite x).

Procedura

Lamatricede coefficienti A pud essere pensata come sommadi due matrici redi, quadrate di ordine n:
A=C+D
In questo modo s ha

Ax=b b (C+D)x=b b Cx+Dx=b P Dx=b-Cx b  Dx=d
conb, x T R edfunzioned x.
I procedimento iterativo € codtituito dai seguenti punti:

S assume quale vettore soluzione inizide un vettore qualsias x© (p.e. x©=0 vettore nullo)

s cogtruisce il vettore d®=b- Cx©

g risolve il Sstemalineare Dx®=d ricavando il vettore x®

s cogtruisce il vettore dV=b- Cx¥

s risolve il Sstemalineare Dx@=d® ricavando il vettore x?

....ecos via

S congdera raggiunta la convergenza quando la differenza tra due vettori soluzione successvi €
minore di un prefissato vaore di soglia

NooaswWDdDRE

Asaunto il vettoreinizide x©, il procedimento iterativo viene quindi espresso ddle formule:

jd® =b- cx® conk=012,...,numero di iterazioni
1D x®D =

Per cdcolareil vettore soluzione x5 deve quindi risolvere il Sstemalineare D x**? =d® .
Lamatrice dei coefficienti D deve percio essere non singolare ed € conveniente se ha struttura idonea
da consentire cacoli rapidi e agevali.

E' inoltre necessario che la successone de vettori soluzione converga ala soluzione x: la matrice D
deve essere stelte in modo da garantire tale convergenza (la matrice C=A- D viene di conseguenza).
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CONVERGENZA

Un metodo iterativo & convergente se | errore assoluto € = x- x® tende a zero dl’aumentare dd
numero k di iterazioni.

La scelta ddla matrice D (e quindi della matrice C) che garantisce la convergenza viene fatta proprio
ragionando sull’ errore assol uto.

Dallascrittura D x**? =d® =b- Cx® s ricava x** =d® =D"}(b- Cx™®) equind:

e =x- x* =D!(p- Cx)- D'l(b- C x("))z -D 1C(x- x"‘)): -D'Ce® =Be =
=BBe™? =...=BB*e? =B*"'e®

dove €9 & I'errore assoluto inizide e B=-D'C & la matrice di iterazione che, a ogni iterazione,
moltiplical’ errore,

Lamatrice di iterazione B=- D"'C rimane costante nel corso di tutta la soluzione perché dipende dalla
meatrice dei coefficienti inizide A che a sua volta non viene modificatadal metodi iterdtivi.

Il processo iterativo di soluzione e certamente convergente se;
I- D *A|<1
Lamatrice D sceltadeve rispondere ai seguenti requiSiti:
1. D nonsingolare, cioe det(D) O
2. linsemeddlematric A per cui |[I- D *A[l<1 non deve essere vuoto (normanaturae, 1, ¥)

3. D diagonde o triangolare (cacoli rapidi)

A seconda della scelta della matrice D |i metodi iterativi di soluzione dei sstemi di equazioni lineari S
particolarizzano in qudli illugtrati ndl seguito.

METODO DI JACOBI

Scdto un vettore inizide x© e ordinata la matrice dei coefficienti A in modo che tutti gli dementi &;
siano non nulli (con relativo ordinamento del vettore noto b), S costruisce la successione dei vettori

approssimazione x**, di componenti (x(*, x¢*¥, ..., x**9)  mediante la seguente formulaiterativa
g
h - d g XE )
Xi(k+1) = =Lt 1=1..,n
a

dove tutte le componenti del nuovo vettore approssmazione x*“* dipendono dall’ approssimazione
precedente x .
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Il metodo di Jacobi corrisponde a scegliere una matrice D diagonde e pari dla diagonde principae
della matrice da coefficenti A (D=diag(A)) con a;! 0, eventudmente avendo effettuato un
riordinamento dellerighe.

METODO DI GAUSS-SEIDEL

A differenza del metodo precedente di Jacobi, le componenti del nuovo vettore gpprossimazione x
man mano calcolate, sono subito utilizzate per determinare le componenti successve, laformulaiterativa
risulta quindi:

i-1 n
2 (k+1) 2 (k)
bi'aaijxj - aaijxj

k+) — = j=i+l i=1

g

X ey

Il metodo di Gauss-Seidd corrigponde a scegliere una matrice D triangolare inferiore e pari dla parte
triangolare inferiore della matrice dei coefficienti A (D=triang inf.(A)) con &;* 0, eventuamente avendo
effettuato un riordinamento delle righe.

La convergenza dd metodo di Gauss- Seidel non implica necessariamente la convergenza del metodo di
Jacobi e viceversa

Quando entrambi i metodi convergono, il metodo di Gauss-Seidel € piu veloce di Jacobi.

MEeToDO SOR

Il metodo SOR (di “sovra’ o “sotto-rilassamento”) € un metodo di Gauss-Seidel “accelerato” mediante
un parametro di accelerazione w che g introduce nello sdoppiamento della matrice A=C+D in modo
che la matrice di iterazione B=- D™*C=I- D"*A venga a dipendere da w (se w=1 alora SOR coincide
con Gauss-Seidd).

Al parametro w S assegna vaore tle da massmizzare lavelocita di convergenza dd metodo.

Ddlaformulaiterativa di Gauss-Seidel, sommando e sottraendo xi(") asecondo membro, S ricava

i-1 n
[} (k+1) o} (k)
b-aax - aaxX
XD = x 0 _ (k) 4 =1 1=+ i=1..,n
3,

ciog

i-1 n
(k) 2 (k+1) 2 (k)
- X +bi -a aijxj -a ainj
=1

(k+D) ket i=1..,n

= x¥ +

§ g

Pensando il vettore approssmazione x** dato dalla somma dell’ approssimazione precedente x® e

di un vettore correzione r ¥
YK =3 (0 4 ()
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e pesando il vettore correzione r™ con il parametro w s ricava laformulaiterativa del metodo SOR:

i-1 n
2 (k#) _ 2 (k)
b| -a ainj -a ainj

= E

g

Xi(k+1) = %0 4 = Xi(k) +W"fi(k) i=1..,n

In termini di matrici § puo riscrivere in forma piu competta pensando lamatrice dei coefficienti A come
somma di tre matrici (A=D+L+U) con D=diag(A), L=triang inf.(A) priva della diagonde principde e
U= triang sup.(A) anch’ essa priva della diagonae principde. La matrice di iterazione de metodo SOR
efunzione dd parametro w:

S dimostrachese w£ 0 oppure w3 2 il metodo SOR non converge.

Se lamatrice dei coeffienti A € Smmetrica definita positiva il metodo SOR converge per quasias w
compreso tra 0 e 2; se w e compreso tra0 e 1 il metodo € detto sotto-rilassato, se w € compreso tra 1
e 2 il metodo e detto sovra-rilassato.

ALGORITMI
Algoritmo: Backsost (n, U, b, X)
Commento. Risolve il 9stema triangolare superiore Ux=b mediante tecnica di back-sodtitution.
Parametri. Input: n, A, b
Output: X

1. xn=bn/am
2. Cidoli=n-1,..,1(step-1)
3. Xi=bi
4 Cido2 j=i+1,...,n
5. Xi=Xi- UijX;
6. FineCico2
7 Xi=Xi/Uii
8. FineCiclo1
9. Bxit

End

Algoritmo: Factor (n, A, pivot, det, ier)

Commento. L’ dgoritmo per determina la decomposizione GA=U di una matrice A di ordine n;
viene utilizzato il pivoting parzide. La mdrice triangolare superiore U viene
memorizzata nella parte superiore di A mentre i moltiplicatori my; (i>]) sono
memorizzati nelle corrispondenti posizioni di A.

Il vettore pivot, di dimensoni n- 1, contiene tutti gli scambi di riga effettuati durante il
processo di Gauss. Se lariga k-esma non viene rimossa pivot(k)=k; seinvece dlo
stadio k-esmo lariga k-esmaviene scambiata con larigai-esma, pivot(k)=i.
Lavariabile det contiene il vaore det(A).
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La variabile ier € un indicatore di errore. Se ier=0 il processo di Gauss € dato
portato a termine e in A 9§ trovano le matrici G e U; se ier=1 la matrice A e
gngolare.
Parametri. Input: n, A
Output: A, pivot, det, ier
det=1
Cicol:k=1,...,n-1
amax=MaXi gl ; Salio il piu piccolo indiceid k tae chel/ay /=amax; poni pivot(k)=io
kEIiEn
Se amax=0 poni det=0, ier=1; Exit
seig=k va da punto 8
ay « a&oj J=kK, ..., n(scambiodi righe nellaparte superioredi A: pedici de termini scambiti)
det= - det
Cido2 i=k+1,..,n

© OoNogk~ wWDNPRE

A= M= - :—k (s memorizail mottiplicatore)
kk

10. a;=ajtagy , J=k+1, ..., n (combinazione lineare con diminazione delle variabili)

11. FneCicdo2

12. det=deta

13. FineCiclo 1

14. se a,,=0 poni det=0, ier=1; Exit

15. det=det’&,,

16. ier=0

17. Exit

End

Algoritmo: Solve (n, A, pivot, b)
Commento. L’ algoritmo risolve il Sistema non singolare, di ordine n, Ux = b ; in particolare s ha
b=M . 1Py 1..M,PMPb, (U)=(A)y, ifj, € m;=(A);, i>j. Lamatriceinput A
e dtata ottenuta ddl’agoritmo Factor. 1l vettore pivot contiene gli scambi di riga
effettuati da Factor.
Al termineil vettore b contiene la soluzione x.
Parametri. Input: n, A, pivot, b
Output: b
1. Cidol: k=1, .., n-1
2 j=pivot(k)
3 Sejl k, bj « bk
4 Cido 2 i=k+1, ..., n
S. bi=hi+a bk
6 Fine Ciclo 2
7. FreCidol
8. by=bn/am
9. Cido3i=n-1,..,1
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10. b= - 2 a bgl a.
! 8 Izai-+1 il Ig ii

11. FineCicdo3

12. Exit

End

Algoritmo: Gsadd (n, A, b, tall, kmax, X, ier)

Commento. L’'dgoritmo, utilizzando il processo iterativo di  Gauss-Seidd, migliora
|’ gpprossmazione inizide x=x© della soluzione del sistema non singolare di ordine n
Ax=Db. Le successve gpprossmazioni vengono memorizzate nel vettore x. Sela
precisone richiesatoll & raggiunta con un numero di iterazioni £ kmax, S poneier=0,

dtrimenti ier=1.
Parametri. Input: A, , b, toll, kmax, x
Output: X, ier
1. Cidol: k=1, ...,.kmax
2. y=X1
3 X1= £1 - én. a; X; ;/an
j=2
4, emax = | y- Xq|
5. Cido2:i=2,...,n
6. Y=Xi
ot 3 0
7. Xi= - A &)X - dgX jaii
j=1 jE+
8. er=| y-x; |
9. Lamax < &, ermax=er

10. FineCiclo 2
11.  seermax < tollfx|,, ier=0; Exit
12. FineCiclo1
13.ier=1
14. Exit
End

ESERCIZI SVOLTI

1. Risolvere il Sstema lineare proposto mediante la decomposizione GA=U e con tecnica di pivoting
parzide.

€ 0 1 00équ &
u u u
& 10 1 eg &
D -2 1 lhexsu
ue u eu
2 1 0 158un &

Indicare inoltre le matricic U e M (matrice triangolare e matrice dei moltiplicatori) e i vettori b
(termine noto trasformato) e pivot (contenente gli scambi di righe) e calcolare det(A).
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passo 1:

a1t 0 ed piu grande degli dtri dementi dela prima colonna quindi la 1 riga hon S scambia
(rimane d suo posto) e pivot(1)=1

€ 0 1 030

& 1 0 13y
€ -2 1 1/0d
2 1 0 1ag
e 0 1 0O 3 u
1 1 1 2 u
) [ 2N 27 0 =- = 1 -12 1{3/2-
§ azzeralacolonnal: i 2 M=% ottenendo g) u
| _ @ -2 1 104
far- - 1an my=-1 & i
g) 1 -1 1 1Q

passo 2:

ax»! 0 ma e piu piccolo (in modulo) di as: s effettua lo scambio 2* riga = 3" riga e quindi
pivot(2)=3

€ 0 1 0/3u

D -2 1 1oy

€ 1 -v2 1320

e u

@ 1 -1 11§
i 1 1 € 0 1 0]3u
AN N\ L — N _—

S azzeralacolonna?: .¥3 _|3+2>Q T2 ottenendo g() -2 1 1 OH
. .|.4/\ 4A+E>Q/\ _1 G:D 0 0 32 3/2@
f 27 T2 O 0 -w2 32 1y

passo 3:

a33 = 0: 9 effettualo scambio 3* riga— 4" rigae quindi pivot(3)=4
e 0 1 0|3u

-2 1 10y

0 -12 32|14

O 0 0 322y

lacolonna3 e giaazzeraa My =0

Allafine dd processo di diminazione ddle varigbili 9 é giunti &

)8) %D)

@ 0 1 ouneq €30

_ 9 -2 1 1 Y& U €U
Ux=b ® € 0£720=¢ - 0 pivot=(1,3.4)"

€0 0 -1/2 3/20éxu €é14d

D 0 0 32 &2
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61 0 0 0y
€12 1 o oM
M=¢€ u
eo0 12 1 0d
§-1 12 0 1j
ceiA)= (- e 2 7 0E20= 3
Zﬂ
1% =Dy
.I-
Risolvendo Ux=b con back-soditution :
P
{7
1 2% +0% +I1x3+0x%4 =3
: - 2 +1X3 +1x, =0
[ 3
| - =Xa+=X%, =1 ®
P72 3 2X4
r3 .3
12473

Xa=1, X3=1, X=1, ;=1 ®
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Upn n=4

k=n-1,..1=321

x=(1,1,1,1)"

2. Ricavare lafattorizzazione LU delamatrice A proposta ndll’ esercizio, noto il vettore Pivot.

& 0 1 0 )
A = gl t0 13 Pivot—gz2
T® -2 1 10 '§41
2 1 o0 1 e

r, non scambia (passo k = 1)
r, o Iy (passok =2)
r, - I, (passo k=3)

Rispetto ala decomposizione GA=U e sufficiente goplicare le seguenti modifiche:

- cambiaredi segno i moltiplicatori my;;

- effettuare gli scambi memorizzati nd pivot anche sullaparte inferioredi A

passo 1:
Pivot(1)=1 quindi larigar; non 9 scambia

S azzeralacolonnal es memorizza - my;=1/2 e - my=1 ndlerigpettive poszioni di A

62 0 1 0O
S 2 1 -1/2 1Y
e u
o -2 1 10
€1 1 -1 1§

passo 2:
Pivot(2)=3 quindi s scambia2* riga—~ 3“riga
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g2 0 1 Oy
€0 -2 1 1Y
&2 1 -VY2 1
€1 1 -1 13
S azzeralacolonna2 e 9 memorizza- mg=- 1/2 e - my,=- 1/2 ndlle rispettive poszioni di A
é2 0 1 00
g0 -2 1 1
&2 -2 0 324
€1 -12 -12 32§

passo 3:

Pivot(3)=4 quindi S scambia3*riga—~ 4"riga

é2 0 1 0y

g0 -2 1 1g

él1 -V2 -12 324

2 -12 0 32§

Lacolonna 3 e gid azzerata; § memorizza - my3=0 nellarispettiva posizione di A

Allafine del processo di diminazione ddle varigbili 9 é giunti &

61 0 0 0f € 0 1 0y
o 1 o oM -2 1 1Y
L=¢ u U= ¢€ u
e1 -12 1 0d @ 0 -1/2 3/24
&2 -v2 o 1Y ® o o0 324

S puo verificare che PA=L U.

3. Sviluppare I'dgoritmo di soluzione dd sstema lineare Ax=b, con A tridiagonde (3 puo diminareiil
pivoting) di ordine n, utilizzando esclusvamente vettori.

Algoritmo: Tridigsolu (n, ¢, d, f, b, I, u, X)

Commento. Cdcola la soluzione di Ax=b con A tridiagonde. Utilizza soltanto i vettori d=diag.,
c=codiag. inf. e f=codiag. sup. di A. Ricava la fattorizzazione LU in termini di vettori
|=codiag. inf. di L, u=diag. di U ef=codiag. sup. di U (coincide con lacodiag. sup. di A).
Lasoluzione e effettuata come cascata di Sstemi triangolari.

Parametri. Input:n,c,d,f, b
Output: X

1. U1:d1

2. Cidoli=2,..,n (fatorizzazioneLU di A tridiagonae)

3. |i: Ci/Ui-l

4, U= di- Iifi-l
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FineCico1
V1= b,

Cido2i=2,..,n (soluzioneggematriangolare Ly= b)

yi=bi- liyi-1
FineCiclo 2

Xn=Yn/Un

Xi=Yi- fiXisa/U
FineCiclo3
Exit
End

E. Brusa, C. Delprete, P. Gay

. Cido3i=n-1..,1 (soluzionessgematriangolare Ux =)

ESERCIZI PROPOSTI

1. SviluppareI’dgoritmo per lasoluzione di un Sstema diagonde Dx=b di ordinen.

[Diagsolu]

2. Svilupparel’dgoritmo per la soluzione di un Sstematriangolare inferiore Lx=b di ordine n.

[Forwsost]

3. Risolverei seguenti sstemi lineari triangolari superiori con tecnicadi Forward-sodtitution.

0

kN R

RPRUPE RO R R
= 01 N O

0

o — O

N W O O

0l éx 0 &3l
U8 0 e
020 &%
00 éx30  eu
ue u eu
1o ean &

00 6% 0 630
Q6. 0 64
05,%0_ 6%
00 éx,01~ 660

ME Y g
0 %4

c
B
(e

[x=(15, 1.5, - 6,-0.5)"]

[x=(3,-3,3,-3)7]

4. Ricavare lafatorizzazione LU ddla seguente matrice A, noto il reativo vettore Pivot.

a7
p-o
&8 3
& 7
¢ 61 0
e ¢
qods 1
& &1 15/19
é
¢

O O N M OO ©

1

2(

10
a

8()
0y
ol

u U

0d

&/5 3/19 5139 18
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3 Pivot = QL_
S

é 4 6 1 w
: (o
_D 95 25 6/5 iy
@ 0 -139/19 115/194d
: Qd
0 0 0 - 1139
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5. Ricavare lafattorizzazione LU della seguente matrice A, noto il relativo vettore Pivot.

él
22/5
&us
é
gl

D: > ) D> > D
1

é 2 8 2y
2 4 3 2
& 1 2 1
S 3 4 24
0 0
1 0
2 1
5/9 14/117

280
Pivot = GL}
=
ou
a
o7 U~
0
14

& 1 2
go 18/5 11/5
@ 0 13/2

1 w
%
8/5&'J

1 W

0 0 -1y

6. Ricavare lafatorizzazione LU della seguente matrice A, noto il relativo vettore Pivot.

D: (D> (‘D>'LD> D> (D~

>8’>(‘D> > (D

3 F
)

/7 23/26
2/7 5/13

6 5 3 8
& 0
222103(J
& 2 8 20
g 4 9 7§
0 ou
U

0 o
1 0d

-122/281 1§
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Pivot =

a0

¢

B OP Y

2
26/7
0
0

8
55/7
- 281/ 26
0

2 W

au
4717
9/26 Ul

- 1/281g
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AUTOVALORI DI MATRICI

Riferimento d testo: Cap. |V

INTRODUZIONE

Molti problemi dell’ingegneria sono descritti da Sstemi di equazioni lineari con funzioni che dipendono,
oltre che ddle incognite, anche daun parametro| .

Il ssema ammette soluzione diversa ddla soluzione nulla per particolari vaori | detti autovaori e le
corrispondenti soluzioni X; Sono dette autovettori

: f,0¢, .., %;1)=0
[ eveeeneernenens .. informamatricided ha Ax=l x cioe (A-l 1) x=0
LE (%, .. x;1)=0
| T R & autovaore della matrice Al R™" se e solo se la matrice [A-I 1] @ singolare, cioé se e solo se
det(A-I 1)=| A-1 I |= 0 (equazione caratteristica).

Se Al R™"ésmmetricadloral T Rei corrispondenti xI R* sono un sislemacdi vettori ortogondli.
Se A & smmetrica definita postivadlorai suoi | T R e sono tutti positivi.

Sel éautovaoredi A dloral/l éautovaloredi A™.

A e AT hanno gli stess autovaori.

L’ equazione caratteristica det(A- | 1)=0 € un polinomio di grado n
det(A-1 1)=0 cicé (-D"I"+a "1+ .+a,  +a,=0

La soluzione diretta ddl’equazione caratteristica non viene effettuata in quanto s tratta spesso di
problemamal condizionato.

Gli autovdori || 9 cacolano utilizzando divers metodi numerici e successvamente S risolve ciascun
sgtemallineare omogeneo associato (A-I i1)%;=0 per cacolarei corrigpondenti autovettori X;.

METODO DELLE POTENZE
Serve per cdcolare I autovaore di modulo massmo o quello di modulo minimo dellamatriceAT R™".

Autovalore di modulo massimo

Data una matrice A 9 vuole cacolare I'autovaore | di modulo massmo (eil corrispondente autovettore

X). Vengono fatte due ipotes.

Hpl: esseunsolo| 41 R' di modulo massimo (|Il|>|l 2|3 |I 3|3....3 In),cioé|l 1| <1

Hp2: A & diagondizzabile (cioé X AX=L con L =diay(l 1, ..., | ) e quindi tutti gli autovettori x; SoNo
linearmente indipendenti traloro.

Graziedl' Hp2, il generico vettore vy puo essere scritto come combinazione lineare degli autovettori.
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Vo =a,X, +a,X,+...4a X

n i

Nel metodo delle potenze s sceglie un vettore inizide v, qualsias (p.e. Vo =(1, 1, 1,..., 1) ) equindi s
generala seguente successione di vettori:

_ _ _ adzzo ad ('j 0
=Axv, =a,Ax,+.+a Ax,=a,l x,+..+a | x —Ilgalx +(; a, X, +
lg Ilﬂ 4]
.2 .2 .
2 2 2& azo a (0] O
v, =Ax, =AXAv, =a,l °x,+.+a, | °Xx, =178, X, + ¢+ a,X,+.+¢—+ a,
el,o él,o "G

v_=Axw_ . =Ax Av, =a.l. "™ +.+a.l "X :I"‘agxx+a§—2(j x++8— 2
m m-1 0 11 ™M1 n‘'n “*n 1§11 |1ﬂ2 gnna

Al passo mil vettore v, per effetto della moltiplicazione progressva per la matrice A, tende adispors
pardldamente dl’ autovettore x;. Inoltre, grazie dl’ Hp1(|I i
li —bm =0 di i L
|m8 + quindi rr|®er|1 . =aX,.
L’autovaore di modulo massmo cercato S ottiene come rapporto tra le generiche componenti kO dei
VEttori Vi € Vs

avmﬂ)ko(? - | al(Xl)kO +termini ® 0 —
Voo @ 125(Xy),0 +tErmini ® 0

1

Algoritmo. Pow(n, A, toll, mmax, | ,y)

Commento. Deerminal’ autovaore di modulo massmo dela matrice A e |’ autovettore corrispondente.
Selaprecisone rdativarichietatoll viene raggiunta con un numero di iterazioni £ mmeax la
varigbileier assumeil vaore O, dtrimenti ier=1.

Parametri. Input: n, A, toll, mmax
Output: |,y

1 yo=(1,1, ..., 17

2. Cicdo 1: m=0, ..., mmax

3. Win+1=A Ym

| (rrHl) ( m+:L)|<0

4. ) (approssmazione dell’ autovaore di modulo massimo cercato)
ko
w o .

5. Yomer = ”L” (normelizzazione ddll’ autovettore per evitare overflow o underflow.)

Wm+l ¥
6. er=|l, (™ - 1 (™
7 se erftollgl (™ Yoppure erftoll alloraponi ier=0 evai d punto 10.
8. FineCiclo 1
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9. ier=1
10. Y=Ym+1
11.1 =1 ™
12. Exit

End

Osservazioni

- Sea;=0 e | | 4, in teoria il metodo delle potenze dovrebbe convergere sull’ autovaore | 5. Pero,
causadegli inevitahili errori di round-off , dopo pochi pass s haa;* 0 eil metodo ricadesu | ;.

- Se |I 1| @|I 2| la convergenza puo essere eccessvamente lenta dlora g utilizza il metodo delle potenze
per avereunadimainizidep di | 1 epoi g raffinacon il metodo delle potenze inverse.

Autovalore di modulo minimo

Data una matrice A s vuole cacolare I'autovaore | di modulo minimo (e il corrispondente autovettore
X). Vengono nuovamente fatte 2 ipotes.

Hpl: esseunsolo| ;1 R di modulo minimo (|I A<LlE] £ £ )
Hp2: Tutti gli autovettori x; sono linearmente indipendenti traloro.

I

Poichése | @autovdoredi A, I'autovaloredi A™ épari al/l (crf. Pag. 7-1), per calcolare |’ autovaore
di modulo minimo della matrice A e sufficiente cacolare I’ autovaore di modulo massmo della matrice
inversaA™ e quindi cacolarneil reciproco.

Lo schemadi cacolo éil seguente

A'llelx ® Bx =nx

metodo delle potenze per calcolare
m autovaloredi modulo max diB=A""!
quindi si calcola

Owviamente anziché calcolare esplicitamente la matrice inversa A™ (costo n®) conviene effettuare la
fattorizzazione LU (costo n*/3) e risolvere i due sistemi triangolari risultanti (costo n%/2 ciascuno).
Il metodo delle potenze viene portato avanti finché |n](””) - rq(m)| £ e| n](””)|; aquesto punto s assume

(m+1)

m™ quae migliore gpprossimazione cercata e se ne calcolail reciproco.
1. yo=(1,1,..,1)"
2. Fattorizzazione PA=LU (agoritmo Factor)
3. Cido1l: m=0, ..., mmax
i I-Zm+1 = Pym
4. LUWmi1=Pym ® i
I UW gy = 2,
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m™ = (W,1)y, /(Ym),, (@PProssmazionedi m autovaoredi modulo massmo di A™)

ym+1 = Wm+l/||Wm+l
FineCiclo1

. (normdizzazione autovettore)

© N o O

1
|, = E (autovaore di modulo minimo di A cercato)

METODO DELLE POTENZE INVERSE

E’ una generdizzazione dd metodo delle potenze e serve per cacolare un particolare autovaore | di cui
S conoscaunasimanp.

Utilizzando lagimap, il SgemaAx=1 X pud essere riscritto come
(A- p)x=Ax- px=I x- px=(I - p)x
ciog(| - p) e autovaore dellamatrice (A- pl) e’ autovettore corrispondente € sempre X.
Se (I - p) @autovalore ddla(A- pl) dloral/(l - p) &autovaore dellamatrice inversa (A- pl)™*; inoltre se
p eunabuonagimad | (pé“vicno’ a | ) dlora /(1 - p) é I'autovaore di modulo massmo ddla

matrice (A- pl)™ che pud essere calcolato con il metodo delle potenze.

Lo schemadi cdcolo eil seguente

1 1
(A- pl)*x= 5 X ® Bx=mx conm=;——

| -
~ metodo delle potenze per calcolare
m autovaoredi modulo max di B =(A - pl)™*
quindi s calcola

I—i+p
m

‘i4 Politecnico di Torino - CALCOLO NUMERICO...... 41
e



E. Brusa, C. Delprete, P. Gay

Algoritmo. Invpow (n, A, tall, mmax, p, X, ier)

Commento. Utilizza il metodo delle potenze inverse per determinare lautovaore della matrice A, di
ordine n, pit vicino d numero p imato el corrispondente autovettore X. Sela precisione
relativa richiesa toll viene raggiunta con un numero di iterazioni £ mmax s pone ier=0,
dtrimenti ier=2. Selamatrice (A- pl) é sSngolare, dloraier=1.

Parametri. Input: n, A, toll, mmax, p
Output: p, X, ier

1 (A),=(A),-p, i=L..,n
2 richiamal’ dgoritmo Factor (n, A, pivot, det, ier)
3 *ier=1 Exit
4, y. =(11,..2)"
5 1,9
6 Cido1: m=0, ..., mmax
7 UWm+1:G>SIm p Wm+1
8 a:||W m1lly » S@Ko laposizione della prima componente di modulo massimo di W.1
9 Vinsr = Wines (normalizzazione dd vettore Wp.1)
a
10 | p(rm-]_):p_l_ (ym )kD
Wm+1 k,
11. er=|l ™ - |
12. se erftollgl ™Y Yhoppure erftoll poni ier=0 evai d punto 15
13. FineCico1l
14. ier=2
15. X=Yme1
16.  p=I,™»
17. Exit
End

TRASFORMAZIONI DI SIMILITUDINE
Sono necessarie acune definizioni preliminari.
1. Due vettori sono ortogonali se e solo seil loro prodotto scalare € nullo (xTyng Xy, =0).
2. Unsistemadi vettori € ortonormale i vettori ay, ..., @, Sono ortogondi dué_;due.
3.Una matrice & ortogonale s e snlo s le sue righe (colonne) formano un sigtema di vettori

ortonormale.
4.Se A éortogondes haATA=AAT=I, A'=AT; se A éortogonde e smmetricadloraA™'=AT=A.

Un riflettore elementare U & una matrice di ordine n non singolare e ortogonae U*=U"). Una
trasformazione di similitudine e una trasformazione che associa a una matrice A la matrice Smile U
'AU=U"AU. Essere simili significa che lamatrice inizide e qudla trasformata hanno gli stess autovaori
| eautovettori semplicemente trasformati.
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METODO QR

Serve per cdcolaretutti gli autovaori | di unamatrice A.
Poiché il cacolo di tutti gli autovdori risulta estremamente costoso se applicato amatrici dense, il metodo
trasforma la marice inizide A in una marice amile, di forma piu semplice (tridiagonde = la A €
smmetrica), di cui calcolaautovaori e autovettori.
Data la matrice A 9 costruisce una matrice R triangolare superiore come prodotto di (0- 1) riflettori
dementari U,

Un-1Un2...U;A=R che s scrive anche come Q"A=R

dove Q"=Q", ortogonae in quanto prodotto di matrici ortogondli.

Quindi s puod scrivere A=QR dove lamatrice R, amile dla matrice inizide A, é triangolare superiore e
hagli autovaori poszionati sulla sua diagonde principae.

Gli autovdori ddla matrice inizide A sono gli dementi sulla diagonde principde dela matrice
amile Ay ottenuta dalla seguente successione di trasformazioni

1

2

3. Ai=QiR; (fattorizzazione QR)
4. Ai1=RiQ;

5 FineCiclo 1

6 | =diag(Aimeax)

Il processo iterativo viene fermato quando gli dementi fuori diagonde ddla A;, che dovrebbero
convergere a zero dopo infiniti pass, sono sufficientemente piccoli. Per accelerare la convergenza s
utilizzano parametri di acceerazionet; opportunamente scelti e modificare il metodo nel pass

3. (Ai- tX)=QiR; (fattorizzazione QR)
4. Ai=RiQi+ti%

Il costo della fattorizzazione QR & doppio rispetto ala fattorizzazione LU (2r7/3 contro /3 operazioni ),
perd € gpplicabile anche se lamatrice € sngolare (d contrario della fattorizzazione LU) o rettangolare (9
utilizzane metodo dal minimi quadrati).
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APPROSSIMAZIONE DI DATI E DI FUNZIONI

Riferimento d testo: Cap. V

INTRODUZIONE

Approssmazione di funzioni: la f(x) & nota anditicamente, ma risulta difficile o impossibile eseguire
operazioni (p.e. integrazione) con strumenti dell’ analis matematica; S gpprossmalaf(x) con unaf,(x)
pit semplice.

Approssmazione di dati: laf(x) non e nota anditicamente, ma s ha a digposizione una raccolta di
dati di cui s conosconoi valori {y;} (ordinate) corrispondenti ai nodi {x} (ascisse).

S cogtruisce un moddlo matematico f,(x) (cioé una funzione) che gpprossmain modo atendibile il
vaoreddlay in punti divers dai nodi.

Per effettuare |’ gpprossimazione di dati e funzioni € necessario:

1. individuare la dasse ddle funzioni gpprossmanti F.={f,(x)} in base dle caratteristiche dd fenomeno
2. sceglliereil particolare eemento f,(x) applicando un criterio di scelta

CLASSI F,, DI FUNZIONI APPROSSIMANTI

Polinomi algebrici di gradon
Pe{ £.(X) =ay +ayx+a,x?+..+a,x"} . S uilizzano per funzioni continue suintervalli chitsi e limitat.
Richiedono la determinazione di (n+1) parametri ay, ..., an.
Polinomi trigonometrici di grado n e pulsazionew
i n 1]
To=i f,(X) =349 +é (a, cos(kw x) + bksin(kwx)g S utilizzano per funzioni periodiche.
| k=1
S p i ap +ax+a X +.+a x"d -
Funzioni razionali R,&=—"={ f,(X)= > 7y S utlizzano per funzioni
Py 1 by + b X+ b,x"+..4X E\;
goeriodiche su intervdli illimitati. Richiedono la determinazione di (n+d+1) parametri (il denominatore
viene normaizzato in modo cheil coefficiente del termine x® sia unitario).
Polinomiali a tratti F,q associate a sotto intervali ddl’intervalo di interesse. Ogni tratto € un
polinomio di ordine basso (primo o secondo).
Soline S, 4 di grado d. E un paticolare sottoingeme delle funzioni polinomiali atraiti che garantisce
la continuita ddlafunzione e di tutte le sue derivate di ordine £ (d- 1) in tutto I'intervallo d'interesse.

8
Somme esponenziali di ordine n En:i f.(x)=a a.e™ % Richiedono la determinazione di 2n
k=1

parametri ay, b
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CRITERI DI SCELTA DELLA FUNZIONE fy(X)I F,

Il criterio di scelta garantisce I’ individuazione della funzione appross mante f,,(X) in modo univoco.
| criteri pitl comunemente utilizzati per I”individuazione ddla funzione f,(x) sono:

1. Interpolazione di dati - 9 applicaned caso di dati (punti) privi di errore e serve per seezionare
lafunzione che passa per i punti in esame

2. Approssmazione (0 Smoothing) di dati - S gpplicanel caso di dati (punti) affetti da errore o
dispers e serve per selezionare lafunzione che passa (a meglio possibile) trai punti in esame.
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INTERPOLAZIONE DI DATI

Riferimento d testo: Cap. V

CRITERIO DI INTERPOLAZIONE POLINOMIALE DI DATI

Dai gli (n+1) punti noti {x;, yi}, coni=0, ..., n, 9 determinail polinomio interpolatore P,(x) di grado
n

faX)= Pa(X) = @0+ aX + aX + ... + aX"
imponendone il passaggio per i punti, cioe imponendo le seguenti (n+ 1) condizioni sulle ordinate
fu(xi)=yi per i=0, ..., n con f,(X)1 Pr(X).

Esgte un teorema (Welerdrass) che garantisce I’ esstenza e unicita del polinomio interpolatore Bn(X)
tdeche

[IF(x)-Pn(x)|I<e (con tolleranza e>0) per tutti gli x1 [a,b] intervallo di interesse.

Se 5 impongono le condizioni indicate (passaggio della funzione per i punti) e S ricercail polinomio
comerisoluzione dd ssemadi equazioni linearein (n+1) incognite

. A, taX,+.. Xy =Y, >l %o X%S&iog @OE
i €1 x, ... xX'7%¥ Gy°© T
.|_ ....................... c ¢ +=¢ Vi =y
’I\ no_ g--- “aaa e -...+gl-l+ g-.._:
18y taX,+..48,X, =Y, el X, e XN g€, @ €Yng

S ricavaunamétrice de coefficienti che élaV,, (matrice di Vandermonde).

Segli (n+1) nodi x; sono digtinti, cioé x;* x;, P det(V,) 0P laV, enonsngolare e quindi esste
un unico polinomio interpolante P,(x). Il Sstemaé perd ma condizionato e quindi non € possibile
risolverlo direttamente per determinarei coefficienti del polinomio.

La determinazione ddl’unico polinomio di interpolazione tra i punti deati 9 effettua mediante due
tecniche numeriche: il metodo di Lagrange el metodo di Newton.

METODO DI LAGRANGE: POLINOMI FONDAMENTALI DI LAGRANGE
[l polinomio di interpolazione P,(x) g ricava dala combinazione lineare di polinomi fondamentdi

n
P0)=a ¥; x1;(%)
j=0
Gli I;(x) sono detti polinomi fondamentai di Lagrange associati a nodi, costituiscono una base dello
Spazio dei polinomi e s rgppresentano come
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L

O (x- %) .
|()_L tdli che () =d, - Se'lj

O(X 0 seil |

i=0,itj

cioei polinomi fondamentai di Lagrange sono nulli in tutti i nodi tranne che nd nodo j-esimo.

Esempio
1) Cogtruireil polinomio fondamentde di Lagrange o(x).

lo(X) énullo in tutti i nodi tranne che nel nodo O, cioe lo(X)=1 e lo(X;)=0 per j=1, ...,n.
lo(x) deve annullard in Xy, X, ..., Xn, quindi € necessaria unaformadel tipo

(x- %)%= %)% x- x,)

che deve contemporaneamente essere unitariain Xxo, cioe

(- xg){x- X )x.%x- x,)

REAT PR e

(x- %)

O (%- %)

1o(%) _(

Ob iQOb

1
iy

S spiega quindi laforma generale dei polinomi fondamentali di Lagrange Ij(x).

Il cacolo di ciascuno degli n+1 polinomi fondamentai costa 2n- 2 operazioni, quindi il costo totde e
pari a (n+1)(2n- 2)=2n 2 che risulta molto meno oneroso ddlla soluzione del sistema di equiazioni

lineari (costo n*/3). Inoltre il metodo di Lagrange & preferibile visto il mal condizionamento del sistema
di equazioni per la presenza dellamatrice di VVandermonde.

Esempio
2) Dati i seguenti n+1=3 punti (0, 0) , (1, 1) , (2, 0) scrivere il polinomio di interpolazione B(x)
utilizzando il metodo di Lagrange.

Il polinomio 9 presenta nellaforma

2 2
O (x- x) O(x-x) O(x x)

PZ(X) = yo 51 + y1 i=§,i11 + y2 i 0|12
O X - %) O - x) O(Xz'x
i=1 i=0,it1 i=0,it2
_0+1%+0=1% x(x- 2 =- x? +2x

Poiché una sola ordinata e diversa da zero, I’ gpplicazione del metodo € particolarmente rapida.
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Ne caso generde di ordinate “tutte’ non nulle é sufficiente effettuare la combinazione lineare del
polinomi fondamentdi |;(x) associati a j nodi in esame per j=0, ..., n.

ESERCIZI SVOLTI

1. Cdcolare il polinomio interpolatore per i 3 punti (O, 0) , (1, 1) , (2, 3) utilizzando il metodo di
Lagrange.

Sono dati n+1=3 punti b il polinomio cercato é di grado n=2.

2 2 2

-O-(x-xi) .Q(x-xi) .Q(x- X,
PZ(X): yo |=g,|10 +y1 |=2,|11 +y2 |=§,|12 —

O (x- %) O (%~ %) O (%2~ %)
i=0,it 0 i=0,i11 =012

2 2

Ox-%) Ox-x)

OQ- x) O@- x)

i=0,11 i=0,i1 2

L O XK %) S (x= X)(x= %) | (x- O(x- 2) , (x- O(x-1) _
LX) %) (2 %)2- %) (@0 2 (2-0(2- D

=1X(X' 2)+?,X(X' b - X(X- 2)+§x(x- 1)=- x2+2x+§x2- Ex=
-9 2 2 2 2
:lx2 +lx
2 2

METODO DI NEWTON: DIFFERENZE DIVISE

Il polinomio di interpolazione P,(x) viene codruito esplicitamente nellaforma
Pa(X) = ag +a,2(X- Xg) +@,5(X - Xg)>(X- X )+ 2(X = %) (X X P X X;q)

dovei coefficienti & sono dati dalle cosddette differenze divise, rgpporti incrementdi (numeri) che
S definisoono sugli n+1 nodi (X, X1, Xo, -0y X, )

1 (%) i=0
!
al = f[XO,...,Xi]ZI f[xla---,xi]' f[X01---1Xi-1] . *
i 1>0
’I‘ XI = XO
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Nel casodi 2nodi (x,, %), S definisce ladifferenzadivisadi ordine 1

(e ] - _((MT) ([, %]

Nel caso di 3nodi (X, X;, X, ), S definisce la differenza divisadi ordine 2

f[xl,xz] f[xo, xl] _ f[xl,

(x . ) xo,xz]— f[xz,xl,xo]
2~ %o

f[xo,xyxz]:

Nel caso generdedi n+1nodi (Xo, X;, X,, ..., X, ), S definisce ladifferenzadivisadi ordine n

]_ f[xl,...,xn]- f[xo,...,xn_l]
(Xn' XO)

f [xo, X1y Xoyeeey Xpy

La differenza divisa € un numero invariante ale permutazioni, cioé dipende soltanto dai nodi e non
ddl’ordinein cui 9 trovano.

Le differenze divise associate agli n+1 nodi x; (con i=0, ..., n) 9 codtruiscono mediante unatabdlaa
partire dai punti noti (x;, yi=f(x))

ordine0 ordinel ordine 2 ordine 3 ordine4 ordinen
Xj yi:f(Xi)
Xo f(Xo)
X1 f(x) f[Xg, X;
X3 f(xs) Xy, X3 f[xl, Xy, x3] f[xo, X1y X, x3]
X4 f(Xa) f[Xg3, Xy f[xz, X3, x4] f[xl, Xp, X3, x4] f[xo, X5 Xoy Xg, x4]

X f(xn) f[xnl, X,]
f[xn_z, X 15 xn] ........................................................... f[xo, X1y s Xpy

| coefficienti del polinomio interpolatore coincidono con gli dementi sulla diagonde principde della
tabella cos codtruita

Po(X) = @g @, >(X - %) +85(X = %) >(X= X )Fueet (X = X0)2(X= X AX - X4)
con
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ay = f(xo)

a = f[xo,xl]

a, = f|Xq, Xq, xz]

ag = f:xo,xl, Xy, x3]

a, = f_xo,xl, x2,x3,x4]

a, = f[Xg, Xy ,xn]

Il metodo di interpolazione di Newton & preferibile aquello di Lagrange perché

1. richiede meno operazioni (O(n) afrontedi O(n?)) - minore complessita

2. haunamaggiore sabilita numerica (conseguenzadi 1.)

3. bisogna memorizzare meno dati per l'interpolazione (gli dementi diagonde della tabella)

4. esgenzadi un dgoritmo semplice per il calcolo del coefficienti & dd polinomio (Difdiv)

5. per migliorare il polinomio e codruire il Ry..1(X) non bisogna ripartire dal’inizio, ma e sufficiente
aggiungere un punto noto, cacolare una nuovariga ddla tabella delle differenze divise, cacolare il
nuovo eemento sulladiagonde e ... usarlo.

Esempio

1) Dati i 3 punti (0,0, (1, 1), (2, 3) codruire la tabella ddle differenze divise e quindi il polinomio
interpolatore utilizzando il metodo di Newton.
Sono dati n+1=3 punti b il polinomio interpolante e di grado n=2 e 9 scrive ndlaforma

Pa(X) = @p +ay >(X - Xp) +a, (X~ Xg) (X~ %)

dovei coefficienti g sono le differenze divise che s cacolano sulla diagonae ddlatabdla

ord.0 ord.1 ord.2

Xi yi:f(Xi)

0 0

1 1 (1-0)/(1-0)=1

2 3 3D/2-1D)=2 (2- 1)/(2- 0)= 112

[l polinomio cercato &
P,(x) = 0+ 14~ 0+ fx- O(x- 1) =

=X+§(X' 1=

X
=4 —
2 2
ESERCIZI SVOLTI

1. Cdcolareil polinomio interpolatore per i 4 punti (0, 0), (1, 2), (2, -1), (3, 0) utilizzando il metodo di
Newton il metodo di Lagrange.
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Sono dati n+1=4 punti b il polinomio cercato e di grado n=3.
Owviamente il polinomio saralo stesso (unicitadd polinomio interpoletore).

Metodo di Newton
[l polinomio S presenta ndlaforma

Py(x) = (%) +(x- x0)>(f[x0,xl]+(x— x1)>(f[x0,x1,x2]+(x— x2)>(f[x0,xl,x2,x3])))

S costruisce latabelladelle differenze divise apartire dal punti noti:

ord.0 ord.1 ord.2 ord.3
Xi  yi=f(x)

0
2 (2-0)/(1-0)=2
‘1 ((1-2N2-1D)=-3 (-3-2)/(2-0)=-52

0 O-(-1)32=1 Q-C3PYED=2 (2-(-29)/(3-0=3/2

w Nk O

S codruisceil polinomio utilizzando i coefficienti che compaiono sulla diagonae dellatabdla

300
P =0+ -0>§+ 1 -—+ 2 =
20 =0+ (x- 0) g2 +(x- D 2+ (x- 2=
=@ 2xt- Dx- Sx+ 0=
2 2" 20 20
-3 e By
2
Metodo di Lagrange
Il polinomio S presenta ndlaforma:
3
3 ;  O0ex)
RO=4 4 (x)=4 v,
1=0 =0 O - %
i=0,it j

Sodtituendo i punti noti S ottiene:
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3 3 3 3

_C)(x-xi) ‘C)(x-xi) .C)(X'Xi) _C)(x-xi
P3(X) — yO |=’g,|10 + yl |=g,|11 + y2 |=§,|12 + y3 |=g,|13 —

O (% - %) O - %) O (%5 - %) O (X3- X

i=0,i20 i=0,i11 i=0ji12 i=0,i23
_ 0V(x— D(x- 2)(x- 3) +2V(x— 0)(x- 2)(x- 3) +(_ 1) Ax- 0)(x- 1)(x- J) +O"(X_ 0)(x- I)(x- 2) B}

(0- 1)(0- 2)(0- 3 (1- 0)(1- 2)(2- 3) (2- 0)(2- D(2- 3) (3- 0)(3- 1)(3- 2
= 04 200 D03 ) LI

MD(-D(-2) AM(- 1
= XX 2)(X- 3 | ()(X- D(X-3) _
2 2

=33 72+ By
2 2

ALGORITMI

Algoritmo.  Difdiv (n, x, f)

Commento. | vettori x e f (dimensone n+1), inizidmente contengono i dati X; e y,.=f(x;) (cioégli n+1
punti noti da interpolare) con =0, ..., n. Le colonne della tabella dle differenze divise
vVengono successvamente determinate e memorizzate nel vettore f. Alla fine il vettore f
contiene gli dementi diagonae ddlatabella

Parametri. Input:n, x, f

Output: f

1. fi=y; peri=0, ..., n(inizdizzazionef;)
2 Cido1l:i=1, ...,n
3. Cido2 j=n, (I )

RURIS
4 f; = v~

jT A

5. Fine Ciclo 2
6. FineCiclo 1
7. Exit

End

Algoritmo. Interp (n, x, f, t, p)

Commento. | vettori x e f (dimensone n+1), inizidmente contengono i deti {x;} e gli dementi diagonde
ddla tabella delle differenze divise (Output dal’dgoritmo Difdiv). Assegnato un vaore t,
I'dgoritmo vauta il vaore che il polinomio interpolatore di Newton assume int e lo
memorizzain p.

Parametri. Input:n, X, f,t
Output: p

1. p=f,

2. Cidoli=n-1,...,0

3. p="f +(t-x)p
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4. FineCico1
Exit
End

o

ESERCIZI PROPOSTI

1. Cdcolare il polinomio interpolatore per i 3 punti ¢2, 0) , (O, 0) , (2, 1), utilizzando i metodi di
Lagrange e di Newton.

el », 1 1

~ X+ — X

8" 4'H

2. Cdcolare il polinomio interpolatore per i 3 punti €2, 0) , (0, 6) , (2, 1), utilizzando i metodi di
Lagrange e di Newton.

é11 , 1 u
~ —X +—X+6/
g 8 4 H
akp oo

3. Cdcolareil polinomio interpolatore per i 5 punti gﬁ sengZ;)Ej con k=0, ..., 4, utilizzando i metodi di

Lagrange e di Newton.
[0.0143x4 - 01144x3 +0,0360x2 + 0.7712X

4. Cdcolareil polinomio interpolatore per i 5 punti glak exp?—é% con k=0, ..., 4, utilizzando i metodi di

Lagrange e di Newton.
0007379x* - 00012248x3 + 015509x> + 04850 + 1]
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INTERPOLAZIONE POLINOMIALE A TRATTI
In presenza di un numero devao di punti da interpolare possono manifestars problemi con il metodo
dellainterpolazione ordinaria, che utilizza un solo polinomio interpolatore su tutto I’ intervallo.

Il polinomio interpolante € di grado progressvamente sempre piu devato al’aumentare dd numero di
punti e tende ad avere un profilo molto irregolare (a“ carattere oscillatorio”), in molti cas indesiderato.

Tde problema pud essere diminato adottando una tecnica di interpolazione polinomiae a tratti, ovvero
suddividendo I'intervalo in sottointervali dl’interno dei qudi e effettuata una interpolazione con polinomi
di grado inferiore.

INTERPOLAZIONE LINEARE A TRATTI

Ne caso pit semplice i polinomi utilizzeti nei sottointervalli sono di primo grado. Tde interpolazione
lineare atratti corrigoonde a unire in successione con tratti rettiline i punti da interpolare.

y
0 n+1 nodi

n sottointervali
n-1 breakpoints

/

%=a \_x=a+(-Dh %
Y

“breakpoints’

\4

X
|
(on
X

Noto un indeme di (+1) punti {(x; ), i = 0, ..., i} dainterpolare, con X, = a, e X, = b, 9
definiscono n sottointervali del’intervalo [a,b]:

[X.1,%], i=1..,n eil generico sottointervallo

le (n+1) ascisse x; per i = 0,..., N SONO, come sempre, dette nodi;
le(n- 1) ascissex; peri =1, ..., n-1,di “frontierd’ trai sottointervali, sono dette breskpoints.
INTERPOLAZIONE CON FUNZIONI SPLINES

Questo tipo di interpolazione riproduce in forma maematica qudlo che ndla pratica € il disegno
effettuato con il tracciacurve (flessbile di materide plastico e modellabile a piacere).
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DEFINIZIONE DI FUNZIONE SPLINE

Lafunzione §(x) € laspline di grado m associata agli (n+1) nodi x; in[a,b] coni = 0,..., n

SE g veificano le sequenti CONDIZIONI:

1. SXx) eun polinomio di grado min ogni sottointervalo [xi.1, X peri = 1,..., n:
S(x)=a +bx+cx?+d.x3 +...+ coeff (m+1), x™

2. ogni painomio S(x) e le sue prime m- 1 derivate sono continue in tutto I'intervalo [,b] e in
particolare negli (n- 1) breakpointsx; peri = 1,..., n- 1:

SY¥x)=Sa®¥x)peri=1,..,n-1perk=0,., m1
3. lagXx) interpolagli (n+1) punti:
SXi)=yiperi=0,..,n
S nati chelafunzione S(x) é definita a tratti:
SX) = S(X) inogni sottointervalo  [X;.1, xi] peri=1,..,n

NUMERO DI INCOGNITE PER DEFINIRE LA SPLINE

Dato che ciascuna ddlle n splines & (condizione 1.) un polinomio di grado m e quindi ham+1 coefficient
incogniti, 1a funzione interpolante sull’intero intervalo [a,b] € univocamente definita se S determinano gl
n(m+1) coefficienti incogniti totdi.

NUMERO DI EQUAZIONI DISPONIBILI
Le equazioni utili dla determinazione de coefficienti incogniti S ricavano ddle condizioni impogte dla
funzione S(x) per essere una pline:

2) m(n- 1) equazioni di continuitadellafunzione e delle sue derivate nei bregkpoints.
SY¥x)=Su®x)peri=1,..,n-1perk=0,., m1
3) (n+1)equazioni di interpolazione S(xi)=Y
QUINDI SI HANNO: n(m+1)- (m- 1) equazioni lineari con n(m+1) coefficienti incogniti.

EQUAZIONI SUPPLEMENTARI

Condizione necessaria afinché la spline Sa univocamente determinata € che il numero di equazioni
Sgapari d numero delle incognite, ovvero i coefficienti dai polinomi S(x);

occorre pertanto aggiungere dle precedenti equazioni le mancanti (m- 1) supplementari, in
corrispondenza degli estremi a e b ddl’intervalo di definizione ddla spline;
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gueste nuove equazioni sono le cosiddette (m- 1) condizioni al contor no, utilizzando laterminologia
generdmente gpplicata dle equazioni differenzidi.

LA SPLINE CUBICA NATURALE
E lafunzione sline piti utilizzata;
e detta spline cubica percheé s basa su polinomi di grado m=3 e richiede m- 1=2 condizioni d
contorno;

sele condizioni d contorno implicano I annullamento ddlla derivata seconda agli estremi ddll’ intervalo
[a,b] 9 parlaconvenziondmente di spline cubica naturale.

CONDIZIONI che s devono verificare:

1. S(x) eun polinomio di grado 3 in ogni sottointervalo [X;.1 , xi] peri = 1,..., n:
S(x)=a +hx+cx? +dx®

2. ogni palinomio S(x), la sua derivata prima e la sua derivata seconda sono continue in tutto I’ intervalo
[a,b] ein particolare negli (n- 1) breskpointsx; peri = 1,...,n- 1.

S¥x)=Sa¥x)peri=1,..,n-1perk=0,1,2
3. lagiline §x) interpolagli (n+1) punti:
SXi)=yiperi=0,..,n
Laspline cubica ha4n coefficienti incogniti totai (4 in ogni sottointervallo, n sottointervali)
essendo spline cubica naturale, le 2 equazioni supplementari necessarie implicano | annullamento
della derivata secondanegli estremi a e b ddl’intervalo:
$P@=0 $?@)=0
I problemas riconduce dla soluzione di un Sstemadi equazioni lineari di ordine 4n.

DIVERSA IMPOSTAZIONE

E posshile utilizzare un’'impostazione differente che porta a un sistema di equazioni lineari di ordine
decisamente piu basso, pari a (n+1), e di forma piu semplice: sstema smmetrico tridiagonae a diagonde
dominante.

Come incognite, anziché i 4n coefficienti dele spline cubica (4 in ogni sottointervalo, n
sottointervali), § scegono gli (n+1) valori M; che le derivate seconde ddla spline cubica
assumono nei nodi:

S@=Mperi=0,..,n
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Dato che la spline in esame e cubica (polinomio di grado 3) la sua generica derivata seconda € un
polinomio di grado 1, cioé unar etta.

In ogni sottointervallo s scrive I’ equazione dellar etta che passa per i due punti (inizio efine) dd
sottointervalo [x;. 1 , Xj] stesso:

X- %1 :S(Z) “Mig X% _SP My
X-%.1 Mi-Mi, h, M; - M;_,;

con h; anpiezza dd sottointervdlo.

L’ equazione ddla derivata seconda incognita risulta quindi:

3(2) (X): (XI - X)Mi-l;(x- Xi-l)Mi de.lvatamnda

Integrando I’ equazione della derivata seconda S ricavano le espressoni della derivata prima e ddla
funzione

@ (o) = - (Xi - X)zMi-1+(X' Xi-l)zMi
S (x)= o0 +C

derivata prima

(Xi - X)3Mi-1+(x' X
6h

3
)M, +C,(x- x,,)*+ D,  fudone

S (x)=

Le coganti d'integrazione C; e D; 9 ricavano imponendo il rispetto dela condizione
d'interpolazione 3.
SXi-1)=Yi-1 € SXi)=Yi
dacui:
c =Yi~ Y1, h(M; - M;.y)
' h, 6

h?
Di =i~ B it

Perché la funzione S (x) da una spline bisogna ancora imporre il rigoetto della condizione di
continuita 1. sulla derivata primane breskpoints:

SO ()= §u® (x)peri=1,..,n-1

In questo modo S ricavail ssemadi equazioni lineari di (n- 1) equazioni in (n+1) incognite (le M; per
i=0,..,n):
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KM, +2( +h M, +h, M, =62 i g¥i-Yia o9

i+1 i
*)

acui vanno aggiunte le 2 equazioni a contorno dovute dla‘ naturditd della spline:

51(2) (Xo):M
$° ) =M, =

per giungere d ssemadi equazioni lineari di ordine (n+1) finde:

1Mg=0
|

lhi Mi-l +2(hi +hi+1)Mi +hi+1Mi+1 :6yi+1- Yi - 6yi " Yis
tM, =0

i=1Ln-1

S nota cheil sstemadi equazioni (*), di ordine (n- 1), e tridiagonde a diagonde dominante e Smmetrico
con matrice del coefficienti pari a

&M +h)  h, . 0
h,  2h,+h) .. 0

[en] enY e e en end

e pertanto risolvibile con il metodo di Gauss senza pivoting.

ESERCIZI SVOLTI
1. Cdcolare laspline cubica naturde interpolante atratti i tre punti: (0, 0) , (1, 1), (2, 0).

Sono dati n+1=3 punti P i sottointervali sono quindi 2 e in ciascun sottointervalo la spline cubica s
scrive come:

()= 0 M + (- M,

S (x)= oh - +Ci(x- x.1)+ D,
i
con:
c =Yi~ Vi1, h(M; - M;.y)
' h; 6
h?
Di =i~ ?IMi-l
xT[x.0.%] 1212 hi=x-x,
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Trattandos di spline naturde le condizioni d contorno sono:
Mg=M,=0

Il sstema per determinare i coefficienti della spline cubica naturde s riduce dl’ equazione:

_ B Y1 Vi YO
2y + )M, = 6 -
I‘h:l- Ozl
h2:2-1:l'

dacui M, =-3
Esaminando ciascun sottointervalo:

nel primo sottointervalo [(0, 0) , (1, 1)]

C, = Yi- Yo . h.L(Ml' MO):
h, 6

_ W
Dl—yo'?Mo—o’

3.
2!

(% - x)3M0+(x- xo)sM1
6h,
(1- x)*>0+(x- 0°(-3 3

_ 3(x. = 13y o
= 1 +2(x 0)+0= X X x1 [0]

S(x) = +Cy(X- %) + Dy =

nel secondo sottointervalo [(1, 1) , (2, 0)]

c,=Y2" N1 R(Mo- M) __3,
hy 6 2
h? 3
D2:Y1‘?2M1:§;
3 3
Sy(x) = (% - X)" My *(x- %)M, +Cy(x- %)+ D, =
6h,
2- x)*%3+0 3 3 1 3 2
- Ln -5k Prg=- 52 gxe3 xT 1]
ALGORITMI

Algoritmo : Spline(n, X, Y, 2)
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Commento. L’ agoritmo determinai coefficienti My M.,..,.M ., necessari per rappresentare la spline cubica naturale
passante per i punti (X, v), i = 0,1,..n. Tali nunmeri vengono memorizzati nel vettore z. | vettori d e ¢ vengono
introdotti per memorizzare rispettivamente |la diagonale e la codiagonale del sistema tridiagonale simmetrico la cui
solasoluzioneforniscei valori {M;}. Il termine noto del sistema viene memorizzato nel vettore b.

Parametri. Input: n, X, y

Output : z
Ciclol:i=1,..,n-2
di = 2(Xi+1-Xi-1)
G = Xi+1 - X
biZGa/Hl - Y ) Yi - yi—lc:.’
Xivp = X Xi - X.19
Fineciclo1

dn-l = 2(Xn'xn-2)

_ &, - Y1 Yn-1 - yn—zl,o'
b"'l_ng X, X - X g
n n-1 n-1 n- 2‘g
* Processo di eliminazione di Gauss per il sistema tridiagonale
Ciclo2:i=2,..,n-1
d :di‘czi-ll di1
bi = bi-(Ci.1 /di1)bia
Fineciclo 2
* Soluzione sistema bidiagonale
Zy1=bni/dna
Ciclo3:i=2,...,n-1
Zpi :(b n1 - Cni Zn+1—i) /d n-i
Fineciclo3
Exit
End

Algoritmo: Vdspl (n, X, y, z t, s, ier)

Commento . Noti i coefficienti M;,M,, ..M ;,contenuti nel vettore z della spline cubica naturale passante per i punti
(%, ¥), 1 =0, 1,..., n, Vapl vautail valore s chetale spline assume nel puntot X, £t £ X,. Setl [Xo, X,] lavariabileier =0,
atrimenti ier=1.

Parametri. Input :n, X, y, z, t

Output s, ier
Ciclol:i=1,.,n
sexi1 £t £ x; poniier =0; va d punto 6.
Fineciclo 1
ier=1
Exit
h= Xi -Xj-1
x,-t3z, + (t - 3zI Y. -y h ) 2
S:( ) 16h( X11) +§y| hyl-l_g(zI -z 1)Ett- X; 1)+yIl ?Z'l
Exit
End
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ESERCIZI PROPOSTI

1. Cdcolare laspline cubicanaturae per Iinseme di dati {(0,0) (1,2), (2,0)}

[3x-X3, -2+ 9x-6x°+X7]

2. Cdcolarela spline cubicanaturde per I'inseme di dati {(0,0), (1,2), (2,-2), (3,0)}
[4x-2x3 | -6+ 22x-18x%+4x3 , 42-50x+ 18x>-2x7]

. . . & ap &'
3. Determinare la spline interpolante per I'ingeme di dati 8k,su 7@
=0
A 1 9 1 45 1 30
?Ex- lx3,-1+gx- 3x2+—x3,-1+—x- 3x2+—x3,26- — X +6X° - _ng
2" 2 2 2 2 2 2 2" H
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