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1. Numeri complessi: operazioni in C

Testsucdcolodi: |2, arg(z), ¥z

Criteri per la scelta dellarisposta corretta:

a)

b)

143 0, si scartano lerisposte, quali ades.: [4=-1; [4=1+ ]
se tutte le proposte di risposta danno |z| 3 0, non rimane che eseguireil calcolo utilizzando

proprieta (es. [z >2,| =[z|+|z)|)

edinfine |z|=./a] +1bf ..(z=a+jb)
arg(2): attenzione a “quadrante”

z=a+ b p arg(z)=J
z=-a-jb b ag(z)=p +J

s esegueil calcolo utilizzando la proprieta (es. argg%g: ag(z)- ag(z))
a

%/z: sono in numero di n; ze(rJ)
s scartano lerisposte ove il numero delleradici siadiverso dan;

s cercalarisposta esatta scegliendo quella che hail modulo corretto (Q/r_ ) e argomento aé_g
Ng



-6 -°
Siadato il seguente numero complesso: z= Mel h4

-2-2j
3 |z|:e Falso
b) |z|=1 Falso
S |z|:\/§ Falso
d) |z|=3e\/§ Vero
|Z|:H’122|; z=3V3- j); 2 =04, 7= 21+ j);

2|
da|z,|=e s sceglielad) senzacalcoli ulteriori

-6 i°
Siadato il seguente numero complesso: z= %el K
- 4- 4]

a) 5 Falso

agz=- EIO
b) 11 Falso

agz=- Ep
C) 3 Falso

agz=--—p

4

d) _1 Vero

agz=_p

3

arg(2) = arg(z,) +arg(2,)- arg(z,) ag(z)=-01 ag(z)=-E4p; aglz)=-8
si conclude il calcolo con d)
(in questo esercizio non ci sono criteri di scelta per scarto a priori di risposte scorrette)
Sia z=+/3j - 1, unadelle radici ottave di z &
a) %ei% Vero
b) N 2 Falso
0| %3j-1 Falso
d) ‘{/ﬁej% Falso

lac) & subito scartata perché si passada z=+/3j - 1 a 3] - 1 contro laregola, perché +/3 non &il
2!
1

Poiché |4 =2 r ® r 8 &necessario valutare ancoraarg(2);

2p .

_ 2
J =5 . N
z=2e 3 ,dlora’¥/z=2z=%2e #;larisposta correttaelaa)




a)

b)

2 Funzioni analitiche: Poli, Residui, )f (z)dz
g

Test di andliticitaper f(z)

Si puo evitare il calcolo con la condizione di Cauchy—Riemann, riscrivendo f(z) (per esempio
ricordando che |4 = zxZ') ed analizzandone gli eventuali poli.

Altrimenti s utilizzala condizione di Cauchy—Riemann, avendo cura di esprimere f(z) come
segue: (z=x+jy);  f(z)=ulxy)+ jv(x.y)

Poli, calcolo di residui

Data f(z), individuati i poli, € necessario stabilirne I’ ordine per verificare il valore dei singoli
residui con |e opportune formule. E utile anche ricordare laformula:

poloin z=z,, di ordinen, b f(z):;h(z), conla h(z) anditicain z

(z- )

Of (2)dz
g

s disegnag, s individuano gli eventudi poli di f(z); f(z)dz=0 se f(z) eanditicanella
g
regione di frontiera g.

Altrimenti valeil teoremadi Cauchy () (z)dz=2pja Ry((z)

g k=1

(caso di k singolarita (z, ) per f(z) nellaregione di frontierag



_Aez)- jAm(z)

i

La seguente funzione: f(z)

a) | E analitica per ogni z Falso
b) | E analiticasolo se [4 <1 Falso
¢) |E andliticasolose * 0 Vero

d) | Haunasingolarita essenzialein z, = ¥ Faso

Nessuna risposta, scartabile a priori;
A _ Xy _Z a1
i calcoli: z= x+ jy; f(z)—w, f(z)=-"=; f(z)=-

alora f(z) hain z, =0 un polo; larispostaé c)

Il residuo di f(2) = Z inj éuguaea
7 +1f (z+1)
A ETE) Felso
b)| 1 1. Falso
8 SJ
| ] Falso
j+1
d)1 Vero
8
Nessuna risposta, scartabile a priori;
1 Z : o .
flz)=——hlz); hlz)=—~+——;in z, =] s trovaun polo del 2° ordine
( ) (Z- J)Z ( ) ( ) (Z+j)2(2+1) 5= p
il residuo & h(j):%; al risposta giusta é d)
Siaglacirconferenzadi centro I’ origine, raggio p/2; allora (‘)?__Tz_)jdz euguale a
o \Sinhz
a) | P Falso
b) | O Vero
C) | ¥ Falso
d| e o} Falso
2j.e?-— 1t
&
e-2z-1 . .
f(z)=-——-J;  z=0,eéndlaregioneg
(sinhz)

Tenendo conto degli sviluppi di Laurent, centrati in z, =0, si verificache f(z) &analiticain
z,=0; larispostaéb)




Siaglacirconferenzadi centro 1 eraggio 2; allora @)(ZJr—Cg;?Z‘Z)Z—Ar) dz éugualea
) -

a) . cosh10 Vero

2pj 6
b)| 0 Falso
C 3 Falso
)| 2pj@0sinn10. SON108

$16 16

d)| __. sinh10 Falso

2pj 6

f(z) hain z, =2 un polo semplice, z, &interno ag, s scartalarispostab), si scarta larispostacc)
che“dlude’ (formule di Cauchy) adue poli.

Poiché f(z)= C(ZShZ;G s scegliea) ....cosh 10... (non & necessario completarei calcoli)

Siaglacirconferenzadi centro z, = j eraggio 1; allora (‘)jzn—fldz euguaea
g

a) | pjsinhl Vero

b) |0 Falso
C) | 2pjsinh | Falso
d)|p Falso

( ) (z T)?ZZ-'- J) ; Z,=] eil centrodi g dunque (‘)f (Z)le 0: s scartab)

g
R(j)=2 sinj = jsinhl: quindi larisposta esatta & laa)

nj.
2 )




3 Serie di Fourier

Batteriedi Test

- da x(t) periodica: aserie di Fourier
T
-cacolodi a, = % Ox(t)at

0
- da P,(t) di Fourier: calcolo dell’energia

T n
R =Te + & i +?)

Criteri di scelta:

- riconoscereil periodo T; (ricordareche T = 2—p)
w

- vautare a,; (se a,* 0, valutarne ailmeno il segno)



Sia x(t) unafunzione ugualea 2t nell’intervallo |- 1.5+1.5 periodicadi periodo 3, alloralasua

seriedi Fourier e uguae a

a) | &
) a i( 1)”+1cosn2—pt
n=1 np 3

Faso

b) B¥ 6 n+1 - 2p
2 (-1 a
glnp( )**sinn 3!

Vero

C +¥
) 3+Q i( 1)”+1sinn£t
n=1 NP 3

Falso

d| &
) éisinnt

n=1

Falso

Scarto c) perché a, =0
Scarto a) perché x(t) & unafunzione dispari

Scarto d) perché T=3

Larisposta corretta e b)

... X(t) &unafunzione dispari!

Sia x(t) unafunzioneugualea - t nell’intervallo [ 2,+4[ periodicadi periodo 6, aloralasuaserie

di Fourier e uguale a

a) 24 gcneinzf’t Faso
n=-¥
b) ¥ Py Falso
4+ gce 3
n=-¥
C +¥ P Vero
) -1+ 3 ce 3'
n=-¥
d| & . n Falso
a c.sin—t
ne-2 3

Scarto a) e d) perché T=6
Scarto b) perche a, <0

Larisposta corretta € ¢)

w|T

senza eseguire calcoli




J8 1

Sia P,(t) il seguente polinomio di Fourier: Pz(t):1+?00510pt- Zsin5pt alloralasuaenergiaé

ugualea:
J||Rt)f =7/16 Vero
O R (t)f =3/32 Falso
9 ||R,(t)* =35/16 Falso
d ||, (t)]* =35/32 Falso
Nessuna risposta scartabile a priori; (sefosse dato un risultato <O, o sarebbe!)
CalcoIoT:Z—p(quiw:g; 31:1, :@; 2 4 2:i+i

w 5 4 8 16 8

| calcoli portano allarisposta a)
Non & necessario completarli perché si scartano b) e d) con denominatore =32

10




4 Scomposizione in fratti semplici di funzioni f (s) razionali

Per cominciare si analizzano i gradi dei polinomi a numeratore e denominatore:

se grado numeratore? grado denominatore, si prendono in considerazione le risposte che
presentano addendi polinomiali (ans”); sei gradi sono uguali (n=0) la decomposizione presenta
untermine a,1 A.

AT g S"Si . Cw,
(s- &)™ (s-s.)f+wy™  (s-s,f+w
[i coefficienti A'™, B, C, non sempre sono da calcolare, si esprimono medianteil calcolo dei

residui dei poli di f(s)]

Gli addendi sono ddl tipo (*)

Per riconoscere gli addendi (*) si deve decomporre in fattori il denominatore, e scegliere quindi
larisposta corretta

11



5s° +3s® +8s+9

Dire di chetipo e lascomposizionein fratti semplici di
P P P (s* + 4s+20)(s+5)
a) A B Falso
. \+
(s*+4s+20) (s+5)
b) 54 A s+22 +B 42 + C Vero
(s+2f +16  (s+2f+16 s+5
0| A N B N C Falso
s+4 S°+4s+20 s+5
d) A B C Falso
5+ + +
s-4 s-5 s+5

| gradi a numeratore e denominatore sono uguali: si scartano a) e ¢)
a, =5 ecorretto

per procedere allasceltasi osservache s=-5 éun polo del primo ordine, s=-2+4j sono poli

del primo ordine, complessi coniugati, allorasi cercano addendi del tipo A#,
(s+2) +16
4 - .
B-———— equindi larispostacorrettaelab
(s+2) +16 a ® )
S pud piu velocemente decidere di escludere d) chedai poli s=4 e s=5, ERRATI
2
Lafunzionerazionale 8s 2+ 34s+100 ha la seguente scomposizione in fratti semplici:
sls? +4s+20)
a) 3 s+22 +9 42 +§ Vero
(s+2f+16 (s+2f+16 s
b) A N B +§ Falso
s+2-5/6 s+2+s/6 S
C)| 3 s+2 4 5 Falso
Py 2 - 2 -
2(s+2)°+16 (s+2f+16 s
d) A B 5 Falso
8+ —+—+=
s+2 s-4 s

Numeratore : grado 2
Denominatore: grado 3, ...S esclude lad)

Scomposizione del denominatore: s((s+ 2)2 + 16), s esclude lab), con poli errati

Per decidere tra @) e €) € necessario calcolare almeno un coefficiente
Il risultato corretto € a)

...senon si ricordano le regole(!!!) per calcolarei coefficienti, si puo partire, per esempio dalla
rispostaa) e “ricomporre” per trovarela f (s) data
3(s+2)xs +8s+5(s + 4s + 20)
s|s? + 45+ 20)

12




5 Trasformata di Fourier / Antitrasformata: proprietadi x(t)

- per scegliere larisposta esatta € opportuno usare regole e tavole di trasformate ed
antitrasformate

- setrale proposte di risposta compare la distribuzione d (w) (ovvero d(w - w,)) si prendono per
prime queste in analis ricordando, per es.
F(sinwgt), F(coswit), 7(1), (™)

- lascelta conclusivarichiede comunqueil calcolo dellatrasformata: |e proposte sono verifiche
per il loro risultato

Proprietadi x(t) (lettein.7 (w)): abbiamo
- domande sul periodo T
- domande sul supporto di x(t) [“ x(t) nullaper [t}>2"]

. . . : 2
E necessario aver riflettuto sulle tavole per le trasformate di base e sullaformula T = L ;

w
4sinw

W2

ades. se. 7 (W)= 3 d +%9alloraéT=4, perché w, =
é

]
|

>N |T

13



Latrasformatadi Fourier di 2u(t +2)- 5u(t)+3u(t- 3) &

a) 2_1 2w _ 5_ie'3"w+pd(w)
JW Jw

Falso

b) jiwe_zjw +2pd (w)- 5d(w)+3d(w- 3)

Faso

C) .3V
ASOW ban— o

e 2
W w

Vero

d)| 2d(w +2)- 5d(w)+3d(w- 3)

Falso

Si esclude d) (leggendo nelle tavole che ogni addendo € la trasformata di 3 ee!

conw,=-2, w,=0, w,=3

in modo analogo si escludono b) ed a) (per lapresenzadi pd (w))

larisposta esatta e lac)

2p

Sia x(t) = 2tp,(t - 1/2)+2p,(t- 2)- 2(t- 4)p,(t- 7/2); lasuatrasformatadi Fourier &

8| snw2)ae- i Y

Vero

b) | 4wcos(w/2)- sin(w/2) o I

Faso

c) oe 13 sinw/2) , 4sinw T sin(w/2)
\W \W \W

Falso

d)

ez +pd(w)+2e ™ +pd(w- 2)- ez +pd & - ’9

Faso

Si esclude d) per lapresenzadi d (W)

Si escludono b) e ¢) perché mancano “fattori” € ™ di “tradazione” w, :%; W, =- g

L Tw

Larisposta corretta & laa) oveil fattore e ' 2 riportaa p,(t - 7/2) (regoladi trasiazione nel

tempo) ...non & necessario eseguire atri calcoli

14




Un segnale x(t) halaseguente trasformatadi Fourier: d(w - 1)+ 2d (w - 3), allora x(t):

a) | Non esiste Falso
b) | E periodicadi periodo 1 Falso
c) | Non é periodica Falso

d) | E periodicadi periodo 2p

Vero

Dalaformula T = 22 edala.7 (e )= 2pd (W - w,) abbiamo:

W0
dw-1)® .7 '® x(t) di T:% (w, =1)
dw- 9® 7'® x(t) d T:%p w, = 3)

per leregole si escludono apriori @) e c)
b) é errata: si confonde w, con T

d) e soluzione corretta: la somma di xi(t)+ X, (t) haperiodo T = 2p

15




6 Trasformatadi Laplace/ Antitrasformata

Da x(t) ad (s):

se x(t) & espresso come x,(t)+ x,(t) si suggerisce di fare verifiche sui singoli addendi,

utilizzando le tavole;
spesso & utile trasformare x(t) in modo da“entrare nelle tavole” e ricordare che:

25nh &

alx@l=Zab]  alpll=

& sempre opportuno ricordare che ¢ [u(t - t, )] = ée‘ {08

S

talvolta per utilizzare le tavole & utile riscrivete x(t) 0 <(s) in altraforma: es.

1 1
t+1)- ult- 2)|==€- —e*
<fult +1)- u(t - 2)] & e
'%S 3 3 1
|arisposta & scritta come: < (s) = & 2 e 1= e 2%ognh3s
S g a S

16



Sia x(t) il seguente segnale: %p4(t- 2)+2u(t - 4), alloralasuatrasformatadi Laplace &

a) | sinh(2s) _ , Vero
g -

b) | 2scosh(2s)- sinh(2s) o2 Falso

SZ
€) | 2sinh(2s)  -4st Falso
s

d) | sinh(2s) o2 Falso

s

d) éerrataperché & latrasformatadi unaporta p,(t) con a=4, tradatadi t, = 2

) éerrataperché élatrasformatadi p,(t)+uft- 4)

si sceglie a) perché b) contiene cosh(2s) (non recuperabile in tabelle)

Un segnale x(t) hala seguente trasformata di Laplace (bilatera):

e * alora x(t) étaleche:

(s+ 2)
a) | x(t)=e3u(t- 3) Vero Falso
b) | x(t) = e 3u(t)
©) | x(t)=e*u(t- 3) Falso
d) | x(t)=e?*u(t- 3) Falso
Dalletavole: ® 9'® ult)e™; %e‘t°s® 9@ ult-t,)
Alloras scartab), e si verifical’ esponente di )
Larisposta corretta e laq)
Latrasformatadi Laplacedi u(t - 1)e* &
a) 1 - s Falso
——e
s- 3
b 1 Falso
s- 3
C) ie- 3s Faso
s-1
d) ie&s Vero
s-3

Si scartab) (uso delletavole % ey(s) per )

In modo analogo si scarta a)
Per laverificadi d) si riscrive x(t) = uft - 1)e¥Je? (*)
9 (x(t)) = €% *<|u(t)e* | di qui larispostad)

e sufficiente arrivare alla (*) per scegliere d) che presentail fattore € che non comparein atre

risposte.

17




Conclusioni

scegliere le batterie su cui si ritiene piu approfondito lo studio personale, cioé leggere tutte le
proposte (non & detto cheil primo blocco siail primo da affrontare)

scegliere per prime le batterie che richiedono pochi calcoli per individuare la risposta corretta

tener conto che € possibile siano proposte due risposte vere

...buonafortuna! (notadel “battitore”)
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